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Singular Integral in Several Complex Variables 


This monograph collects the works of the author and his colleagues 
in singular integrals ot several complex variables since 1964. The kernels 
that give rise to such singular integrals on the boundaries of the domain 
are COauchy-Fantappié kernels and Szegó Kernels. A brief description 
of these kernels is given as a preliminary in the introdution of Lhe 
book. In the first chapter, the author starts from the most important 
simply connected irreducible domain, i.e., the ball in C^,and makes an 
extensive investigation on the integral of Cauchy type on the hypersphero. 
The author's conclusion shows that, quite different from the ease of one 
complex variable, there are many ways to define the principle value of 
Cauchy integral, and accordingly, various forms of Plemelj formula ave 
obtained. With these results as a tool, the author advances the theory of 
singular integral equations with constant coefficients and variable 
coefficients on the hypersphere in chapter two. This was something 
completely new at that time. In chapter three, the concept of Hadamard 
priciple value ia extended to the space of several complex variables. They 
define the Hadamard priciple value of singular integral op hypersphere, 
in terms of which, the limiting values of the derivative of the Cauchy 
integra! ean then be expressed. The next two chapters deal with the 
Cauchy integral on two kinds of classical domains defined by prof.L.K. 
Hua. The anthor points out that the limiting value of the integral on the 
charaeterigtie manifold is essentially different from that on the other 
parts of the boundary. Finally, in chapter six, the Cauchy integrals 
defined by Henkin-Hamirez kernel and Stein-Kerzman kernel of the 
gtrietly pseudo convex domains are studied, and generalized pleniei] 
formula is obtained. 
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0.15 ἘΞ 


1964 年 起 ， 我 与 孙 继 广 同 志 一 起 研究 了 多 复 变 数 的 Cauehy 
型 积分 己 及 奇异 积分 方程 , ΓΕΝΕΙ, BE PET T SE, 1979 年 
起 ， 我 与 中 济 怀 同 志 一 起 重新 开始 继续 研究 多 复 变 数 的 奇异 积分 
这 个 课题 ， 多 复 变 数 的 琳 异 积分 基 多 复 变 数 画 数论 中 一 个 重要 而 
ERIH, PAEZ 我 无 意 在 这 本 书 中 , 对 国内 外 的 成 果 作 
全 面 的 介绍 与 论述 ， 这 本 书 的 主要 内 容 ， 只 是 我 与 我 的 合作 者 在 
这 方面 所 散 研 究 工 作 的 一 个 阶段 性 小 结 ， 

Cauchy 型 积分 在 复 变 数 枉 数论 中 的 重要 性 已 毋庸 多 说 , 它 不 
但 有 着 函数 论 本 身 的 重要 意义 ,而 革 蚌 奇异 积分 方程 .边界 值 问题 
等 学 科 中 不 可 上 缺 少 的 工具 , 最 基本 最 简单 的 不 可 约 域 之 一 是 起 球 ， 
所 以 本 书 从 研究 C^ 中 超 球 的 Cauchy ARANE. 有 趣 的 是 : 与 
单 复 变数 时 不 一 样 , 在 多 复 变 数 时 ， 有 多 种 的 Uauohy 主 值 , 以 及 
多 种 式样 的 Plemelj 公式 , RES- ΣΗΜ 3. 

Jk Bs Ad, — 28 069) 83 50618 2373 g Je UL ECL ES] Cauchy 39 3⁄4 
Εν ii] Ksrzman( 17, 此 文 对 多 复 变数 的 奇异 积分 的 最 近 发 展 作 了 很 好 的 
介绍 ， š 


2 Ἡ Ὁ 

分 作为 主要 工具 的 .第 二 章 的 内 容 是 将 第 一 章 中 所 得 到 的 有 关 
C* 中 超 球 的 Cauchy 型 积分 的 结果 , 应 用 到 高 维 奇异 积分 方程 中 
A, BEYI 和 "中 复 超 球 面 上 的 奇异 祝 分 方程 理论 . 这 项 工作 , 在 
当时 也 许 是 首次 将 多 复 变 数 的 Cauohy 型 积分 作为 工具 来 研究 高 
维 奇 异 积分 方程 ， 因 为 在 以 往 高 维 奇 时 积分 方程 的 研究 中 似乎 霉 
AH 225 Ας BJ Cauchy HRH. 

作为 奇异 积分 的 Caucby 主 值 的 推广 ，Hadamard 53 m Τ m 
Ur AEWCAPERIRARBUPRBIr, FAEERE fü pt 2} 2j RE BU 
Cauchy 问题 . Fox HER ἐς ME JU SEH. 在 第 三 章 中 ,将 
Hadamard 主 值 的 概念 推广 到 多 复 变数 空 闻 , WAT €" 中 复 超 球 
面 上 的 Hadamard 主 值 ， 并 用 此 来 研究 超 球 的 Cauchy 型 积分 的 
FA, 

E. Cartan 证 明了 : 在 C" rp s REM RT A Ἢ RERE 
六 种 可 能 性 , 其 中 四 类 为 典型 域 , ΘΕΣ. 华罗庚 在 他 的 名 车 
多 复 变 数 函 数论 中 的 典型 域 的 调和 分 析 3 一 书 中 ， 对 此 作 了 十 分 
深刻 的 研究 ， 在 这 基础 上 , 对 典型 域 的 Cauohy 型 积分 进行 研究 
是 第 四 沾 及 第 五 章 的 内 容 ， 在 第 四 音 中 讨论 了 第 四 区 了 殿 型 域 的 
Cauchy 型 积分 ， 即 Lie 球 双 曲 空间 的 Cauchy 型 积分 ， 在 第 五 音 
中 讨论 了 第 一 类 典型 域 的 Cauohy WRA, BU 8 PE XX Hg ^ TRI B 
Cauchy 型 积分 。 可 以 看 出 ,这 两 章 的 工作 蚌 与 前 面 几 章 相关 联 
的 . 还 可 以 看 出 , 当 点 从 区 域内 部 趋 于 特征 流 形 时 , Cauchy 型 积分 
的 极限 值 上 共有 一 种 表达 形式 , 而 趋 于 边界 的 其 余部 分 时 , Rot UE 
式 仍 是 多 样 的 . 

全 纯 域 一 定 是 毛 凸 域 , 面 Lev 猜想 指出 , 氢 凸 域 一 定 是 全 纯 
πὲ, 记 以 报 同 域 在 多 复 变 数 中 成 为 十 分 重要 的 研究 对 葵 。 TER 
的 最 后 一 章 中 ， 对 于 强 拟 此 域 的 Heonkin-Hamiroz f X Mein- 
Kerzman 核 所 定义 的 Efenkin-Ramirez WRA Æ Stein- Kerzman 
型 积分 进行 了 研究 , BA- Bo i VE E S SRB ΘΙ. 在 第 一 章 中 所 


s 0,2] Cauchy-Bzezó 4 B 


δὲ PUT) ARP u 26 , E EX ERCT RISE, +E p Έα τν 23 Bi 482 [E CES 
ey k ΘΕ H, ERE, DIARREE. 至 于 非 强 拟 上 | 
域 , 由 玉 它 当 蝇 扬 凸 起 是 有 本 质 上 的 区 别 的 , 它 的 坷 异 积分 还 有 等 
于 进一步 的 探讨 ， 在 这 一 全 的 最 后 , 对 一 般 域 上 的 Bochner- 
Mariinolli 型 积分 顺便 进行 了 讨论 , 主要 指出 ; 这 时 候 , 上 述 现 象 ， 
不 下 发生， 

E ΕΜΠ Η RALL, [2], 385). 38817 EL, [2],18], E, 
[51,2854 E P LL], [23,58], [4], 15], 4h O] AA 91 Fi [1]. 

£ d εδ ρε {ΠΒ RERNE Jai EJ. ΕΤΕΡ ἘΠΕ δε BJ ay 
2Η E Rh, 111 EBIBHEBI IPIE HE e E IPIE 
义 的 奇异 积分 ， 

由 于 作者 水 平 有 限 , 写 得 也 很 多 他 ,一 定 有 不 少 不 妥 甚至 错误 
之 处 ,希望 能 得 到 读者 的 批评 与 指正 ， 


$0.2 Cauchy-Szegó 1 


在 多 复 变 数 中 , 没有 与 单 复 变 数 完 全 相当 的 Cauchy 核 . 人 
人 从 各 种 不 同 的 观点 来 推广 单 复 变数 的 Caueby 1215 ELE EV r 
zx. 
一 种 重要 的 观点 是 从 Hilbert 空间 的 观点 来 看 待 Canohy E. 
考虑 外 中 单位 图 |*| <1, 边界 为 we, J| Canehy $% 
1 dw 1 d — Eee, | 


Smi Ws 92x l—£e ? 


BAR, |) (n0, 1,2, 4812] <1 中 解析 的 函数 类 的 完备 下 


AX. m 1 De |] =1 F trei 3⁄ f; He 38 E 38 Z. 这 


样 就 可 得 到 ; XEle|«1 EE, Æ |z] < 中 解析 的 函数 ， 可 以 用 
Cauohy 积分 表达 之 ， 即 Cauchy 核对 这 类 画 数 有 再 生 人 性质, 在 这 


£ m 论 
种 观点 下 得 到 的 核 , 称 为 Cauchy-Szegó 核 . 25 € 中 的 区 域 不 是 单 
位 圆 了 时 ,所 得 的 Caneby-Szegü 核 就 不 再 是 l das 


ἀπὸ qu—z^ 
pg 2r, 想 把 单 复 变数 的 Cauehy-Szegó 核 推 广 到 多 复 变数 空间 
C pR o EE, 上 只 要 找到 &* 中 的 一 组 阔 数 {1927} (o —0,1,2, 
—), 4o. G) ME Q 中 ,对 Q hiep 8 39281 8, 组 成 完备 正 交 


系 , πε Ω 的 边界 582 上 (或 其 中 一 部 分 , 如 特征 流 形 上 ), 19. C2 EE 
就 范 正 交 的 , 如 果 Èp OAP G€ Q, we bQ)— Stlic t, MZN 


EEH Cauochy-Szegó E, 

AES BsELTUEB]T, OCC, QR BAI ἜΣ. HERR ΕΗ 
原点 ， 且 对 原点 而 言 是 旺 状 的 , Ω 的 特征 流 形 为 2, ELO 也 是 回 
WE, KME, Hü Q BJ Cauechy-Szegó 核 是 存在 的 ， 他 给 出 了 
p, CO B EL pA EIE, ΕΙ, p, z) AA BJ m k. JA n bi E, 
体 地 作出 Cauchy-Szegó Ez 3 , £o ai f 58 ih Y C^ PRA] Canehy- 
Szego E. 

dez—(m,-e, δα), "--(αι, ---, ερ), Hezi, uw —1, W 
zz! «1 的 Cauchy-Szegó E 23 

agi 4(1—2u)""u, (0.2.1) 


HC ona 为 ww 一 1 的 体积 , 它 等 于 Tur, 各 为 V1 的 体积 元 
*. 

超 球 的 Cauohy-Szog5 核 是 十 分 简洁 的 , 但 是 对 于 这 梓 一 个 重 
要 的 不 可 约 域 ,正如 W. Rudio 在 [1] 中 所 指出 的 , 直到 1958 年 华 
罗 庚 的 名 闭关 j 上 出 版 之 前 , 谁 也 没有 写 出 这 个 核 来 . 

不 但 如 此 , 华 罗 雇 在 [切中 应 用 群 冤 示 论 ， 自 体 给 出 了 四 类 典 
型 域 的 Cauchy 核 ,详细 请 人 参 涪 他 的 原 着 . 

对 于 前 述 华 罗 席 所 讨论 的 圆 六 域 ,我们 还 证 明了 ， 凡 在 如 内 
解析 的 函数 了 (2), 如果 属于 Hardy 族 11, RU ΠΑΕΙ Cauchy 积分 


80.21 Uauchy-Bzaegà EZ 5 


和 Sehwarz 积分 ， 而 且 f(x} € H, R. f G2) nT3E ΑΗ Poisson 积分 的 
WERI. GEA PME L.) 
H Tx 38 δ RARE, Ria TEH F. 
£ QcC, Q gh ΕΝΑΕ, - 是 它 的 特征 流 形 , FEE OQ PRI. 
HOKAN f (z) P. Hardy 族 HE 
f reb 


对 0<r<1 一 臻 有 界 , 这 里 &E Z, ἐπεπὶ 站 的 体积 元 素 ， 我 们 
有 
定理 0.%.1 xf (0€ H,, WE F (228 ELSE Cauehy 积分 ， 
证 “华罗庚 [1 证明 了， 对 于 上 述 圆 型 域 如 存在 一 组 完备 正 
交 函 数 系 des (z), ἘΠΕ Z LERH τε 2 B. TÆ Q B) Cauchy EE 
(Cauchy-Szegó 核 , 简称 Cauchy #z, TRD H (z, 5ST 


3s Ov, (0.2.1) 


这 里 zEQEE 儿 而 每 一 个 由 人 为 齐 次 多 项 式 . 由 假设 KOC Hs, 
根据 Boehner[ 刀 的 一 条 定理 知道 , 境界 值 FE) 绝对 可 积 , 于 是 作 
Cauchy 型 积分 


s- | f) BG, δὲ 
它 是 存在 的 , 并 且 表 示 一 个 对 z 的 解析 函数 ， 由 Cauchy 核 的 定 
x, si 
gG)- Subs) |. SO OÉ, 
这 是 因为 固定 ΜΗ, ORC CO 21) 08 k dkat E k 30. TE 
C, | fO) φπϊξέ, (0.2.2) 


于 是 J= È Onn ls), 
ΒΙ 29 SOE Q Pri, 85 Taylor EJF 


. 和 "ao Lm. a 1 - -ητ- w aha PUMP IRL 


6 MEE: 
J (2) m > (tg, (2) 7 


H z= r, ης 2”, 0-r«1, 由 于 Us ANJA, 设 其 次 数 为 
ἔτι, ΙΙ 


fia) = S anbal). 
当 r <1 国定 时 , Exo dk 多 上 的 收敛 是 一 致 的 ， 于 是 
| SCEO E- | Ὁ ar du ra. (0.2.8) 
H (0.2.2), (0.2.8) 18 
C, a "= |. GG) Fo) DE. 


Wü  |O,—asr *|<xM,| UO -SCE E, 
此 处 Mam max ds D) |. 由 于 da 为 卉 次 多 项 式 , 2 是 紧 致 的 , 故 


M, EIER. S r>1, H Riesz $E XH AD Os αω, Mt σία) = (2, 
Wi Z (z) BI EX RI Cauchy 积分 表达 


£o -| rue, Θέ, (0.2.4) 


ur. 

{π5} (ει, WidssBO.2.1, ET 3 3j Cauchy fH 4), 
BU (0.2.4) phar. [κ QB, fO) HG, ου) BRT μι, ἠκΗ͂Ι 
(0.2.4), 


| OHE, ë= fQ). 
VESA 
| TO Hw, b£- ΤΩ). (0.2.8) 
1E (0.2.5) FR w= z, 于 是 
| FOIDHE, Dé- 0) (5, 


$0.23 Cauchy -Bzegó Βα 7 
m — /G=| COEG δὲ 
-z (F (0)--f @)) -- πι) (0) 
-| OFF HG, θέ 


-ap JU OH DE m FO), 
k E V C) eR 多 的 体积 .所 以 ,车 记 f G) (a) tiee), MWA 
1 TP 
O= | «t (216, 0 — 0) Š +š 1m/(0). 
我 们 称 . 
SG, £ =2HG, Ü pi (0.2.6) 
3 £2 Bj Sohwarz E. TRS 
定理 0.2.2 45 /(2) EHE, ΠΙ OTARA Sohwars 8135 
FO - | "5G, EréTmfO), — (2.0 
其 中 uC) = Ref G), S(z, £)n(0.2.6) Br. 
华罗庚 从 Cauchy 核 出 发 , 定义 
_ HG, €) H (€, 2) 
P (z, £) = Hi, Ὦ (0.2.8) 
为 Poisson 核 , 并 称 由 多 上 的 连续 函数 u (E) BERE 3. B) Poisson 积 
A | UEPG, DE 为 调和 函数 ， 
由 定理 0.2.1, ΠΒ 


定理 0.2.8 SJOE PRN, M/O pl 2€ 73 Poisson 
积分 


fKo-|fé6Pe BE ` 029 


HS 3E 4) 3 E AR PE | f (2) € Hi. 
证 ”充分 性 . FE EH, Wu [EXER EU. 
J G) H (s, w) E Ha, 


' -ι dk: μα. . “Mediat cda o - Ἐμ ar Γι δις = o -- ai" aah - --μπ!α.  ω. Ντα . 


8 1 
[κ ΗΕΠΒΌ.2,1 有 | 
f(G)HG, v)-| f(Q)H(, Ὁ) H G, D£. 

特别 取 eo 2, 除 以 JH (z, α) B4 (0.2.9), 

必要 性 . E f G) W D13238 (0.2.9), Be ro (0 r1), 0€ Z, 
ni 

Fire | [ir FPC és, — (0.2.10) 

ΗΓ P (rm, ë) = Είσξ, 99,88 (0.2.10) ΒΕ S Ἂ 


f | i£ Peg, méi- | (| ΡΘΕ, ή) | 


=| DIE, 


FAJ OEH, κ ΕΙΤΕ AH AF BE SE AE M PA “| £00 | REX, mi 
H34 07-1 Big, Ρίτξ, «DXI £, η 1 55 LEER, 这 里 同 
时 利用 了 Poisson ἘΣ ΒΗ tE | 


| PG, ££-1 GEN), 


在 单 复 变数 时 ,了 Poisson 核 为 Sohwarz 核 的 实 部 .在 现在 一 艇 
来 说 是 不 对 的 , 因为 调和 函数 未 必 是 和 解析 是 数 的 实 部 , Sehwars 被 
的 实 部 为 


BG, δ) =-HG D4HG, 2-vupy. — (0242) 
WR 
ος, £) - -(HG, E) — H @, 2)). (0.2.12) 
从 Schwarz 公式 , 即 得 , 车 f (2) —u(2) --iv(2) € Ha, W 
πώ = | «BG, δὲ (0.2.18) 


% (z) -| «0G, HE Imf (0), (0.2.14) 


μμ rk ο μμ REIR Red od ο ΠΠ >V REEL 2 dome Tono c µια 


ξ 6,3] Cauchy- Fantappià ἘΚ 9 
I (0.2.18), (0.2.14) v1, 3 f G) € Ha W 
fQ =| OBG Θὲ, (0.2.15) 


fo -i[ roc, £r. (0.2.16) 


即 当 f() € H, BL f GO uL EUR BG, £, CG, E ΕΙ ER 
之 , 妊 - 调 利 函 煞 也 能 用 这 些 核 来 形 达 , 问题 在 于 对 了 -调和 函数 来 
yt, Dirichlet 问题 未 必 有 解 , 并 且 容 易 看 出 Βία, £). C G, BEA 
EER. D, # ης Z, WJ Boro, n) SEE 

ror A στ)" yos vin ase D), 
若 >>1, 且 了 充分 接近 工时 , 这 是 小 于 零 的 ， 

关于 Poisson 积分 的 进一步 研究 , 清 参 阅 华罗庚 [1], 华罗庚 与 
Eli i E C1] EAS 38 ΕΜ 1]. 

一 般 来 说 ， 对 于 E 中 的 域 ， 很 难 将 Cauohy-Szegó pz ΒΗ ΠΒ ΑΙ 
Tp JB “ΕΠΗ L 8 RC $ 0.4), Fefferman[1] 及 Boutet de 
Monvel-Biostrand [1] FRI F BU Et As SE. 

d Q sm 11 γι dx, Π 5 2:€Q, wCbQ, τω BJ, Cauchy- 
Θποσὸ 核 H (z, wH z, w mA HRT C.H 

H (z, ay = F (z, Wh "(z, τ) + G (a, w)log uz, wY, 
x F, G, p€ C=((2x bQ), ψ H ba 明确 地 表达 出 来 ， 看 = 关山 
W Reb (s, 40) 20; 34 w C b£ m], Ρίου, ww) #0, 
xx BH d Pt Hy 3 zo B3, H (z, w) BJ ay tE, 


S0.3 Cauchy-Fantappie fX 


另 一 种 重要 观点 是 从 外 微分 形式 的 观点 来 看 ff Canehy $. 


由 于 当 Aw ΠΗ, 


d (z =; 


dw) =Ü, 


: ΟΝ... ΠΝ... a ht Ln dil RAO Ron s-r κει ande Fe | abo. ΕΡΕ deiade ct. - 


10 ο de 
xt d ROS το (EH, 所 以 应 用 Stokes 定理 , 立即 可 以 得 到 Cauchy 
积分 定理 . 

于 是 从 外 激 分 形式 的 观点 , 问题 成 为 :对 于 C^ 中 的 域 O. 可否 
找到 一 个 外 微分 形式 ， 

Ὁ 对 在 9 中 解析 ,在 互 寺 连续 的 函数 /zy， 具 有 再 生性 质 


f) -| » Hz, wf adeo, IER, (0.3.1) 


这 里 da, Ἢ 50 上 的 Lebeszue IT. 

GD (0.8.1)34 z€ Q Bp Re PER y, WQ z€ δω BID SERRE 
分 . 

(ii) 当 2 机 EBB， wett, H (z, ο) ΞΟ”, X fg 
ως δΩ, H(z, w) 3E z€ Ü — Qu) pito, 

Gv) 订 以 用 Stokes 定理 

在 这 方面 最 重要 的 核 是 Canehy-Faniappià Hz, 证 U 3 €" 中 
TENER, τς C" 为 周 定 :参数 ， σιία, Ὁ), --», ga οπως 
tá509pwhü fü 3X, Cauchy-Faniappié 形式 (简写 为 C-E 
形式 ) 为 


ΚΟ, ο) = E codi, A --- A diba, (0.3.2) 


{146 giz, w) = $w: —2) 9 (z, w), 


w = pgs A = Agna — φοῦφι ^Ogs At A 80, 
pe Dg gs A e A gaa, 


nw—1} 


C,—(—1) ? (ποτ) (πε) *, 
K (z, wp wifi n, n DER, 以 2 75 Z3, EIE σία, ο) £0 
μ U ΤΕ F ES, 
A LEE (Koppelmanii]), OCC WAR. 6m m. 4 
z€ Q, το Æ bO KRR, K G, Ὁ) 为 一 UF ER. XR f ZE pi 
析 , 在 Q ΓΧΕΘΕ, WI 


$ 0.3] Cauchy-Pantappió f 11 


fO-Í κα a) f G. (0.8.8) 
还 可 证 明 (Norguet[1]), O-F ER (0.3.2) EJ THI SŠ 
Y un 1 ps #— 
Q ao A dza Aeee A dz, ni)" G^ (09), 
W H G ια, ΟΕ X; 
ᾱ-- Ὁ g, (z, w)dw,, (0.8.4) 


而 3 是 对 名作 用 的 ,指数 % 一 1 78 n-i 次 外 乘积 . 
对 于 C5" 中 超 球 2z2 二 1， 选取 tz ow) τα, ἈΚ z€ Q, 
τος 50 9, b 


9 一 之 (4, —2,) 9. = 2 un n) em 1—zu v Ü. 


此 时 G= Xwdw,-05, ¢= |wi”. 
να 


e Gap _—— 04 A (0001 — Οἆσῳ, 


σάσ., 

BT [som 
BI EET O= w- 

也 就 是 : 超 球 的 Cauchy-Fantappié Ez, HÆ (0.2.1). 一般 来 
说 ,对 于 一 个 域 来 讲 ，Cauohy-Seeg6 核 与 Oauchy-Fantappié 42 Æ 
不 一 致 的 , 但 在 超 球 的 情形， 二 者 是 一 致 的 ， 所 以 我 们 称 (0.2.1) 
为 超 球 的 Cauchy 核 。 不 但 如 此 , 这 样 得 到 的 Cauchy 核 的 确 满 足 
本 节 中 所 要 求 的 条 人 性 全 一 (iv)?， 但 一 般 来 说 ， 如 果 域 是 任意 取 
的 ,或 是 gz, wE RE, 则 这 样 得 Sj Cauchy-Fantappié 核 
3c v M Ja. Hr GR RS A PE CO ~ Gv), ERER hay: 对 每 个 
wCcbo, He, WAEA- {υγηιβέϑτς-- 2. n, OQ oy Cm 
pA JL. CS 1, 取 


gio 00; Si 


emo Fark cuml "ᾱ φις Ú colore Ro rm ERROR r abe rer TH ilc Rede EUER Sure n O. L- 1 24 haie s — -bo. ak beans Air aaa 


12 gx i 
这 样 得 到 的 Cauchy-Fantappié A BI 3j 


1 
K can rye, z) =g XC 1) "E [r Cw— 2z)]— 3 
du ΑΛ... Nd, Adun Are Ad, a ss dana No A dus, 
uC OQ, scd, (0.3.5) 


RE r(w—2) XN 2 5jw — Ra BAK LIBI. 

(0.3.5) ΗΠ Bochner-Mariinelli Eg, RAR EAA ΤΕΙ Ya BJ 
形式 , 再 生性 质 等 等 , 但 它 不 再 是 z 的 解析 函数 , 当 z€ Q — bw) Pi. 

问题 是 ， 对 于 怎样 的 域 ， 我 们 可 以 找到 满足 本 节 中 所 要 求 
的 条 件 人 ww 的 Caueohy-Eantapp 启 核 ，Henkgkin (Xesran) pij 
及 Ramiroz[1], 之 后 Kerzman 与 Stein[TJ] 在 这 方面 作 了 重要 的 页 
献 , 他 们 对 强 拟 西 域 分 别 用 吃 问 古 的 解 或 层 论 , Er HET WS E F P 
所 要 求 的 条 忻 O ~ Gv) 的 Cauchy-Fantappié 核 ， 现 在 通常 称 之 
3; Henkin-Ramirez $ EJ J£ Stein-Kerzman £t, 


$0.4 Henkin-Ramirez fZ 5j Stein-Kerzman 核 


in ΡΕ, ΧΕ ΖΕ aM ὑπ πὶ, Henkin E Ramirez, 
之 后 Kerzman 与 Stein 分 别 应 用 8 问题 的 解 , 求解 除法 问题 或 是 
用 层 论 等 方法 ， 绍 出 了 满足 上 节 中 所 要 求 的 解析 的 Uauehy- 
Fantappié df, 由 于 这 些 方法 不 可 能 在 此 作 详 细 的 介绍 , 所 以 只 能 
在 这 里 介绍 一 个 大 概 的 想法 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 他 们 原来 的 
著作 . 

先 来 介绍 一 下 作 么 电 强 拟 吓 域 , 定 久 如 下 : 

dE Q n Ἡ-- 5. cob, WRH SEK A PK E X. 入 为 实 
48 EUR, 上 且 在 总 的 一 个 邻 域 中 属于 ο”. AG) OP z€ Q, ÀG) = 0 
Z ελα, À (z) 50 # zd Q, gradA (z) 0 4$ z€ δῶ, 以 及 


F} 


> x Gne C nl, (0.4.1) 
& 1-1 ez 


arrai er PHAP mn "rir - o2 


& 0.4] Henkin-FEamirez 1:5 GSiein- Kerzman # 13 


对 任意 的 79= Gn, τε, η) € C^ 都 成 立 , ΠΙΟ 为 一 与 3E 台 无关 的 
IEAA. Q TRA SR UL ph k, 

ΑΗ. (0.4.1) 3Η T Bip F Hi η tap BT 3.73 18, À 为 次 调和 
HJ. 

现在 来 介绍 Henkin-Ramirez £g, WAE W Ui BH #H ΤΠ TU x 
gio, w) EET. 

对 于 ow€50,:€ 90, «ΡΠ υπ, < 


EA, 1-4 eX 
m (z, w) = (由 十 可 站 BT 00 00-99. (0.4.2) 


QU, 
可 以 证 明 ; 由 这 样 定义 的 guo, ο), BE CO.3.2) PEE BE σία, w) SE 
TE, 


ÀG) --λ(ω) +2Ro| Ὁ) 25 (uw) (5ι----ὐ 


1 < QA , - u 
十 可 δις; (so) (2; w) (2; — 493) | 


O7 C) (zt) (οι τη) 十 三 阶 项 ，(0.4.,8) 


vil QUU; 
-Fdé A(2) = AQ) —2Reg(z, w) + L (2, w), 
这 里 LG, w)z0|z—w|?, O 为 常数 (由 于 z 262r SEXE w, {α-- Br 
项 可 以 吸收 到 二 阶 项 中 去 ). 但 是 2000, λίω) —0, MUS 
Reg (z, au) z»Clz—a|*, 
BZ g(z, ο) «Ὁ, ΠΑ18 g (z, ο) Ἃ c 的 解析 函数 , 我 们 这 样 得 到 
的 局 部 函数 分 别 记 作 σέ(α, w) & g^, wu). 

T SPS σα, ο), RIP He SA 5r BJ 3€ PE ER XX 
gG, ο) EX, 3X g Gs οὐ λες Q Bf, DUREE, ἡ z€ Q — {ωχ 
时 ,yz 10) 9.0, CA" HEC 的 意义 为 ; 24 z SEXE WI, 

g(z, w)  g^(z, w)di(z, w), 
χὰ ΒΒ d, ου) 为 局 部 定义 的 函数 ( 当 z EXE ID, Β. z BU WEST Ed 


14 EB. 
Xe ΤΠ H φίω, w) 40, 于 是 g(z, z) 5 ge (z, w)?h z W ΠΗ 
HERFRA IOFÉTREEUT σία, 0), 我们 可 以 用 解除 法 问题 
σία, wu) = 2 (1 — zi) Z (2, w) 

来 求 得 gu, w)， 这 样 得 到 的 g (z, w) E z AAE R, 

这 是 Henkin-Ramirez f£ ck ΠΚΕ ΤΕΤΡ, 

至 于 Stein-Kerzman 核 ,其 求 得 的 大 致 过 程 如 下 : 

Ἔ ΒΕ ER SHE gp, v)" 3 ETC, 即 当 2 靠近 即时 ， 

m (z, 一 αξία, Ὅλ, 
这 样 旧 到 的 Cauehy-Eantapp 记 形式 记 作 E (z, w), MAR E C, w) 
MS z ΜΕΛ qo B, RE z BJA PR EY. ΑΠ E — T EIE 部 分 Ce w), 
使 得 H (z, 1ο) = Βία, w) +C (z, w) EEE z η πετ E. TU 
Οἷα, w) CC7(U (Q) xV (00), 

X H U (Q) V (6O)3y 32; Q X δΩ BJ 4838, AEX 31488 F (ED 
w=2) i, C (z, v) 11Ο”. O (a, ευ) [1 ἥβ-- ὃ [ε] ERAT. 

由 于 Βία, 好) 可 以 明确 地 表达 出 来 ， 一 切 非 构造 性 的 东西 全 
BAOG, ο) rp, W O (z, 是 一 个 O^ 的 核 ， 所 以 在 使 用 时 有 
其 方便 之 处 。 


ο,  AHEKRHJ Cauchy 型 积分 


5115: S 


本 书 从 研究 最 简单 、 RE Ἄς Ru A< A R, G" rh BU 18 Εκ BU 
Cauchy 型 积分 开始 . 
在 人 $00.2 及 $0.8 中 已 经 指 量 , 不 论 是 从 Hilbert 空间 的 观点 
还 是 从 外 微分 形式 的 观点 来 推广 单 复 变数 的 Cauehy 核 ， 当 域 为 
C^ 中 的 超 球 时 , 两 者 是 一 致 的 ， 它 都 为 
exa —2)"u, 


ix IH M = (1, TETI a), 2= (21, Us Zn), uu =], 22-1, 而 Gn. 1 为 


uu =l 的 体积 , 它 等 于 TO" 为 /一 1 上 的 体积 元 素 . 


有 了 Cauchy 核 就 可 以 有 Cauchy 型 积分 .车 了 (Ww) 为 ww —1 
上 的 可 积 函 数 , 则 当 uz! —1 mf, Cauchy 7288 4 


: DOLE 
18η 1 M (1— zw)" (1.1.1) 


存在 , 24 oz > 1 Bd, 0av6hy 型 积分 人 .1,1) 就 失去 意义 .和 任 取 一 
点 z= (A 0, --», OU, λα, UU' I, I SERE ΥΜΕ, W 


i. imde ts y 


时 ,1 一 向 一 0， 所 以 硅 江 .二 所 定义 的 Cauohy 型 积分 不 存在 ， 


l cime -riga a yE iiL. “I ki > A. a o 
` =; m be 


16 i83R mJ Cauchy 型 积分 [第 - 


2475 18, Cauohy WRH ΙΒ ΓΣ LB SB, HRR nT 以 
用 奇异 积分 的 Cauchy FAKETI. 在 定义 Üauohy 主 值 时 ,如 采 
Ἐκ E map, ES 1.3”-5 1.5 PREHR, 这 样 的 Cauehy = 
8 XEAEBU, HEH THR Plemelj 公式 . WRR E BUE Ἂ 
"Mu EIU 或 是 “长 方形 ， 368 1.6—$ 1.8 rB 3$ 2 XP UE]. Ὃς 85 
Cauchy 主 值 是 存在 的 , 且 证 明了 相应 的 Plemelj 公式 . 有 趣 的 是 ， 
这 时 所 得 到 的 极限 值 可 以 用 种 种 不 同 的 Cauepy 主 值 及 了 iemejj 
公式 表达 之 ,这 充分 显示 了 多 复 诈 煞 与 单 复 变数 的 本 质 的 区 ἈΝ, 
WA 的 情形 , ΠΕ 加 的 情形 的 一 种 推广 ， 

XX — EEBUPQSEROHGESI. PRSE) [2], 455. ΤΡΙ], tr 
Wil. 

这 一 章 的 结果 , 将 在 第 六 章 中 推广 到 强拆 凸 域 上 去 ， 洲 且 可 
以 看 出 , 这 一 章 的 结 孙 对 以 后 的 几 音 都 是 起 作用 的 ， 


81.2 — $s& 5l XE 


为 了 研究 超 球 的 Cauohy 型 积分 ， 我 们 需要 以 下 一 条 引 M, 
1 u Ν 
HI d CJ93—1 ME (1 EN 2u^)* . 1, 


Me SE 22 (o, 0, -::,0), 0p, PA 


dl, I M -i 
Goa; Ju'-1(l — pti)” | 


8138 1.2.1 
im f 5 
e30 Oaai DG (L= u)" 
是 存在 的 , BART 2. 
证 BAA 


L 


T = . — _ (| +J L9 1 + a, 1.2,1 
(09a. 1 y JAT 1 3; ( ) 


$ 1.2] 一 条 引 理 17 


uu! —1, uu! —1, 
"P “ἡ 


|1—34] =e, |1--υι|--6, 
- EEE Fa 
1 u 
I -—| LM —_ (1.2.2) 
° Cas 1 Jc (1— pui)" 
Εν u = re^, ja — 9η, *"", Ha = Va, ΤΗ y= (Us, ΠΝ; 923, 3 di € Ἢ 
vv —1—-7?, 
1-4-7?— εὖ 
cos f zs ——— — —- 
_ Aq 
um --. 
XE, da = aI "S -e (1— pre)" 
j ΜΝ altre" 
( a= cos — ). 
G dg 
μα — O O o 
H; J |. a — pretty" 


x { πι p) ° Pai 
> ΡΕ GO | „a POTEO 


55 Tint p) y Bin pa 
- =% OM E C (py? — E + 2e 
=, ipt 15 i (Qn) ver) p 


i κο Tinto) (pre? | ea 
-21m 42) #'(p+ 3) T in) p 7. 


I ` Ent pia” — 1 
RT Z TOFD A αν 
ο. PD(awrps 1... 1 1-Ωατα)᾽ 
一 Fi Tipt σι z(l—22) æ t(l—zz)" 
_ 1—4" - L pyte tyt 
(1 — y^ 
| 1 
y y 
1 „oa 1 yal 
- τισ Ἔπ-α MW r), 


这 就 得 到 


2 1 J εκ η MERERI. v+ a LA er i a 本 bb - 


is 超 球 的 Cauchy 型 积分 [第 一 章 
Γίπ--γλα *$1—(1—z)^ 


[14 


κι ΓΦ Γη Ουρ je zü-a οὗ 
Dnt 
+—ha ΓΞ -Σ E 
所 以 ντος 
+—=tlog-—t2a, 
pen Im la rame 


Te ul 
l 
T DE q pre 1 -- Cau 14 κ... 


开 一 】 
一 ΝΕ T EL _ . 
απ. 1 A vt'c2:—s* P (1 一 pre") ” 


] x 
+) ， log [— pre" sj 


+ 


| ὁ 
dgy » ορ) κε et 


— Πω] Σ K,+K p v, (1.2.3) 


JE; Ab Kef p(1— — 

1 . 

Κο. log 1— prg” v. 
先 来 看 za 表达 式 中 的 最 后 一 项 
2 J Q 
idoni r 057.8 mg t 

注意 到 | 0 κ, ο. 
维 球 的 体积 , 由 定义 知 


a= cog 3 (155 — =) 
2T : 


MN T ,i >. i Ea 2 LR RR e sh av 2a 一- aala ἁ ανν sano! xu cac admi - - 
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由 于 DeL 所 以 L- 0)? κε’, 以 至 当 60 RE, o = O(e), 
eT 

于 是 


2 


- τὲ -- 2 
2a | ó—0(s š ^ j—O(e", 
ui οε —at 


CON 1 


再 来 考虑 其 它 项 。 Η 1 α 的 定义 ， 
I+ 2 g3 . . 1 -ἴ- η Ἡ — 82 2 


Ar 
= lir pA Ap (4-rr5?-r as (14- r3) 一 et 


1-c-r3— 5? ioraa αν {1 3. μα] 
TM t [28 (i4 r?)— (1— 0)? — &*1 
— , 1 
- Ace -5- t. [pas (2 vv) - Qv y! =s], 
所 以 , 当 2251", 


K p= p Jri clee" P 2 
1 —Ë a 


κ ο ο”. 


|l 1— p+ vote 
-| | P p 2 


. B 14-7. 
— e (ae (2— v0) — Qi)! — t) | ", 


1 ΚΩ (1-p+p Εαν --Ῥ. 'ag* (3 — s) — ==) 


p lo 2 
. m π δα f. gin” tod" "t j. sin“ gas 5 (ρα -δ 
ü) 


x απ 
| gin 和 an (hasa |. Dias 8 
Ü 


t h L v Es i g?-- S^ 
Gr Ju |a-8 te ^73 


—ip πο. τον | sts. 


"oorr Ur Piles duni r pA i RR d ER EO RS — 2 -= ee 


20 X8 ERIS] Caucby 型 积分 LS — d 
> 6720 [EH], 由 Lebesgue + 3H, 


lim | 一 [1m, 
p1 pl 


Jq-7-limK,-1i . 

TE Ρο μμ 7 - "EM p l— ore?) ?5 
m anb Ἀνά ει pi g5 ig? 
aca | 2 


— Le (s + ο, | ss, 
H) LIH] Lebesgue κε 8 ERES , di xx ΒΛ ΒΗ BEL AC P] 208593 (B. Ἢ 


5 =s | 
| a-o) 20. — ϱ) E pte | ΓΣ 


可 


-|G—-9*-« e —p)s tpe? | ... 


号 Ht 一 号 


Z 
<— (R SEE IZ oZ2"1). 


Ol [^ οὖν Š Ta m^ (2. gys igar- 
: J. ει 000. — 
由 了 s (n— 2) p Jo eg? (π- 121 ᾿ 
Ημ p—mn—1H8],J,—O0(2" ? 5, mH p=n— t ΒΗ, jd 
5— les", δηλ, 


#—i 1 2 d. 2 
TR J.-L | Ree 


(RO—1)! Jo 2 
--ᾱ Ante? — (Β΄! ey 9)? i R" AR, 
再 应 用 Lobosgue 定理 , 得 到 | 
. on 571 f R HR 
Jim, 一 一 一 一 一 | — F a o 
e C7 (n—1)! Jo (Rein L= Ri)" 
$ ἃ ---, EARBA 
{(2m)" 1 | I A 
(n—1)1!7o ($—44/ 1— $£)n31 


r n-l x 
ü GST | | 2 "oos" "θαϊηθάθ, 


š 1.2] — # s| FE 51 


JT 7T 

3 z ΜΗΝ n—1 
f cos" 30singe' "1*8 η secos cost 1 
n ü n—1 


— gil M eost τή) 


n—1 


ας 


23 
e q j. cog" tg se 1348 


= 
1 . [° — - 
— + , οοβ" 15, giis Dog. 


Ἡ--1 


Br EJ Im (lim J 4) = -Cori f cog" 10 « cos (n — 1) Gd8 


ος σπα, -ἰτ[ dà = 


ο (n—1)!1 (n— D 
Bp 
πα 
一 一 一 一 -一 ~ 1.2.4 
lim im hs (n—1)12* ( ) 
我 们 还 看 到 
1 
Korf log Τ- prot” 
VD 十 83 
一 --1 1--ρ--ρ--------- 
|. -ει ΘΕ ( P P 2 
-4P Deia — qa) — (o)? ε" y. 
用 球 坐 标 
e --ᾱ ΗῚ 
Jl -t log | 2 " ad 481 (2 -- 6) Ma | 
D 
ds | ain?" eade] tios 3 
E Ou" WE log | p + 8° 
(n —2)1 ¿o 2 
δε s) s — 6’ ds, 

id s— dt, 
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— p e| (ertt) 


— απ e — 


2 
Op 1 2" In 
(n— 2)! 2n — 2 
4- Dyni yaa f 一 Re-3]1og [ R3 + 8257? 
(n—2)! 9 
-invi e dR — o(1), 
最 后 得 到 
imlim ζω ὃν m ..1 
Hima lim h- (n—1)!2 2 (1.2.5) 
这 样 ,从 
^ Oel zac (L= pu)" AI ted. (1— ou, )* oL 
得 到 
- 1 9 
lin lim (5η - Jn (1— pua)? 27 d.2.9) 
45g Y. Cauohy 3: fü 
vp if o cl. 
T. (434 1. u =Í (1 — t)" 
=li 1.2.7 
LM (ga —3 " =la (1--μι)" s ( ) 
TEA 


1 u 1 


. P. 一 一 一 — = 1.2.8 
Y. P ÜÓsn—1 lu (L—34)* j ( ) 


$1.3 Cauchy 主 值 


ΜΕΡΕΣ (ιο EE u= E, ΠΕΠ E C Ruk, 
uu'—1, vo —1, E 8 


8 1.3] Cauchy 主 值 23 
|ü) - 0) | -O(L Gu) (09) °) 
-O((2 -uv ο) ὃ), 

Wi fk f GE ww = 1 上 满足 Lip a, 此 处 0<ass1, 

$m S 1.2 Bg, nf ELER ESL F HS 

+E 1.8.1 SIME επ'--1 EWE Lipa, UM Caueny £E 
mea dime D 
是 存在 的 , 36 Η.5ἑΓ 
2 ο) ¿+ γω). (1.3.1) 


dgy- JH —1 (1 — vu qu, )? 
这 里 Cauchy fÉ BJ SX 7g 
1 | f ζω) 
eO am ie (---υν vw)" É 


uE ^c E Ὁ -- (1, O, δη, 0), 于 是 
1 f (v) á 


Wasd Jui (1—u4)^ 


= 1 [. fu) —f t, Ü, =-=, 0) ax 


v. Dp 


lim 


(ιἽθῃη--1 πε 
J (1, o, . "J of — Í + Í ; 
i eaa μα Wr th 
(1.8.2) 


内 于 I l 
γὼ — fà, 0, --», 91 =O[(2—u ἂν) =O(|1—sua]°), 
un | (u) — f G, 0, ---, 0} ; | 
| Won- 1 da (1 —u4)* 
< 二 ll1—u |: v 
98-1 a 
E de (1.3.3) 
σσ v —  — m Γ» eJ. 
Ea MI 1 — re" | τὰ 


== κἨ blo. muk" "μι Mene | Tamica t m LEE. aberat Rr p dp er. I P e I ! wr" k . v w wm s rd "bu -i T - 
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此 处 δ» u, = ren, 二 Cs, trs Va), K 为 一 正 
HIRE ἄχ, 


—1 L+ ἃ a 
ub ( 57 ) 
RRF 18. 
| —— (1.8.4) 
B [2 1 ---φο |" 3 
wi n2," FE di Holder 不 等 式 ， 


V d ᾿Ξ 2g Ni 
J... |1— re” pci «(],.. τοι) «(4325,-) . 
因此 当 %=2 时 ， 


1 — m. : 
ω [1-24]? ux 2. | — 
— πε = i a . _ 
2n—1 ne, Gi εβρ] (1—49) i 
_ ἃς " 


Gia J vt^«1 Que) E 
HREP, Ηλ! 
(f 2)-00, 


Br ELTE] 3533), 5 n=2 ΒΗ, 


AÍ — n-wit?e-o0). 3.5 


Q3 s uu'-1 
ΕΕ. ΤΗΣ 
Μη» HJ, 
Ja 
j 一 mr «| — 
|8|213 |1.— ref? 2j ü) |1— re" | 而 
H N d6 
(—5,)7*2 4e [l res] 
m -o(( y) 
(L-r) ? ' (ur) 了 一 
B pl, ΕΕΚ, 


F.E LI - - LI πὰ F 
want rue Ra Γκ. ski δα ας aka anle bon bc all i RR LR ^ TE ο m e E e 1 - 1-7 Ju: aae -€E p RH 


Pr 
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1 lq Ἢ $5 | u 3 s 
- =l 1 ts | Ç οί tcl (1 r.) °) 


(94— 1 


-0 (f n7 μεν 7. 6) — O (f. w—ds)-O(2) (1.3.6) 
因而 lim 7, 是 一 个 通常 积分 ,根据 8 1.2 之 结果 


u 


e ip (τ ua)" 


BLUE (1.8.2): 4» 80, WH o — (1,0, ---, ORENT (1.8.1). 
对 于 一 般 的 ww vv —1, 一 定 存在 西方 阵 可 ,使 vU = (1,0, … 
0) , 故 得 定理 工 .3.1 


i 
p . 


$1.4 Cauchy 型 积分 的 极限 值 


id pG, v) = (—2) ᾱ- ο) )2, αὖ «1, vv —1, HEL 
d (z, 2) = mini =z], ο ΕΕ u= 1. z<. JocgeubBaumn F B 
定理 1.4.1 设 /(uyClipa, 0ca«l(fguw-—1.E).4 z JA 
s <l ABTA e(vv'—1), RE 


piz, v) 
iow < M, (1.4.1) 


M hi SA 
lim fG0—f0 š -| JG@) JO) (1.4.2) 


zov juri  (1—2u^)^ C1 — ou)" 
证 首先 有 
r= | FAD FD _ Mi 
ug t (1 一 κο ο Q n vu) i 
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uu =i, 
DG AE oo | 8 xA vu! 176, 
πα  C(]1— ew | [1— n] 
& nx. |1--αιώ | 十 … + jie n 
Fe 
«CM plz, v)u —. 
k—1 |. | 工 一 2 ῃ |[1— 917 7 7978 
注意 到 | 一 ww | «x |1—> |+ | G-—2)«l, ΠΠ 
[GE] Er) G—2)' 33 « Md(z, ALMI, 
所 以 1 一 ww |s (MHO z], Bl 


πμ. ES [1-- φᾷ], 
再 由 于 p (z, v) — p (z, v) <M, 
|1— wr | σπα EF 
于 是 | 
IA < ar (+E | ——" Μι — 4 0 
- J. HL vu |" 2 J. [ασ [ à 
(1.4.4) 
其 中 Mi= 218 (113-103. 
出 下 面 的 引 理 1,4.1 48 
| O02) (8-90), (1.4.5) 
^ jion |" E 


Πα, XPT JOTE BJ e>0, WR 6—0, 使 在 ;上 的 积分 L, E 
|l <. E ὃ SE Z ΠΗ, 由 于 
[ f (u) —f (Qv) 
3, 


ας πμ, 
作为 z 的 函数 ,在 ?一 ?连续 , MO p(z, o) TERES DER LESE. 


综 上 所 述 , 24 p (2, 号 充分 小 时 ,有 |I] <s. ΧΕΒΒΉΠΕ, 
引 理 1.4.1 
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— IN 3 
σίδ) -- |. Lee; 905 69, 
其 中 T -1 vy =İ, n=2, Ü-cas«l, 
|i — ow | «à, 
XE 因为 存在 西方 阵 忆 ,使 得 9 一 (1, 0, ..., OU, 所 以 不 其 
IB EE 
e) - | — 


Wes |i-—a ἃ 
idum, j=l, 2, ---, n, 3Ë 
t = COS 0i, y,— gin P, 908 Pa, c, — gin ?, sin fa cos Ps, ° 
Ya — Sin 04 Sin ἔα»-' sin Han_1, 
H 0L. KB, Om, Ὀπίθης a 2m, ΠΒ 
u = sin?^—^9.ain?^- gg "&inOs, ο 10. ας an—1s 
[1 -— |*= (1— eos Q,)? an P, cos? θα, 
TEH 0B, 
9 (8) =O aL. - μμ] μα. dO. dB ) 
(1—c06 9,3 Fene eosta «δ» [ (1 — cos 0,37 + sim? 04 cos? θα] 
(1.4.6) 


=. 
F 


注意 到 


6727 (1— cos 01)” + sin” 0, cos” 852» (1 — cos 0,)? = 4 sin! Ez 


z^] 二 站 r4 0<x< ly HT, sin αρα... z, Bir L 


1; 


< τς 5? con 


id (1--eos8,)?— o, am?*0,— b, JF-5- cos 04 —1, IJ 


xš 1 1—1 
«à -o(j. ντ 
GŒ 


-o(f ^ x ur 


hype 


Π - EJ Π "rm == mde = 
a Ab na 1 " T 
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A V 二 t= teh, A 
i 


«e -o([ ὁ" def EP C ^" idi) 
n"*- 6x. 


παῖ 
-o(j. a- cosg Eg) 


_ () ( [" EE amide ) — (0 (67/2). ur EË " 


进而 我 们 可 以 得 到 本 节 之 主要 结果 ， 
TH 1.4.2 (Plemelj AR) 车 fG04kww-—1 LEE Lipo, 
则 当 M rcl 内 部 趋 于 vvw 一 了) 时 ,只 要 保持 
οι v) _ 
| f») 
μες (1— "TG 


1 Jeu) 
j... (1—$u^)^ — + = fO), 


就 有 
lim 
-+l cogn—1 " 


— v. p. 
(1.4.7) 
WE 首先 本 以 写 Cauehy 型 积分 为 
1 | κου 
(Ogni d =l {1 gu)” 


1 Í Γίω) 一 τος LOO. tt 


can—1 (1— kiwan "=l (L gu)” 
=l, +I. (1.4.8) 
ΕΕ 1.4,1 f 1.8.1, 
Hm7,-—l.[ J9- š 
T-ri Orga -4 J ui 1 (1 — a) ñ 


= v. p. — | ων τω. (1.4.9) 


Wani απ -1 (1 — ο)” 


再 注意 到 一 | — 1, 


COng— |J uu =1 (1 — M. ) 
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51.5 Cauchy 型 积分 的 极限 函数 的 连续 性 质 


更 深入 一 步 , 我 们 有 如 下 的 
定理 1.5.1 车 在 wi =1 Ef) € Lipa, 0<a=1, ΠΗ H 
(L4. ΟΑΣΕ d pa Bu PS Y 
F(u) = 


5 u 
sn (11 Ja =1 — zz y 


必 属 于 Lip(a-9), XE vv'—1,68 SAT α 的 任意 正 数 . 
为 了 证 明 这 一 定理 , 我 们 首先 证 明 
πμ... 

je)=| 


ia 
证 ”如同 引 理 1.4.1 的 证 法 ， 对 ο --ᾱ MENOR SR AERE 
As, EA 


t -0(lgs),  s0, (1.5.1) 
让 ul” 


ve) -0o( f aa Ta a rau éco ipo) 


uber Cr Y 
(1.8.2) 


[duis = ο «09m B, (1— cosh) --sin? 0, co8* 0,71, ΠΗΓΗ 


a? (1 — cos 8,)* -- sin? 8, cos? 0, 
x (1 — 60804)? + sin” g= 2(1 — 00804) 
— A4nin? S<, 
Br EL x dd (1 — cos 6,)^ —a, ain? 64 — 56, 15 cos Q — É, BH] 


pe) -0 0) -ο{[ oaa, | Esos), 


80 o. AERAJ Cauchy 型 积分 . ᾱ- πε... 


[πω 


-O(I +of| LEA. db) 


cos {η} 


Vio) - OCD +0 (Γι mE? UE 


=0(1) + O ( ῄ a ) —O(logs), 850, 
引 理 得 证 ， 


现在 来 证 明定 理 1.5.1. 
Ax 


fa» — f) ϱ Y (1.5.3) 


gs- Ju —l (1— ψιλὴ” “s 
显然 ， 只 需 证 明 Γιζυ)7Ε Px σι 一 (1, Ü, -- "3 05 属于 Ἱαρία--δ), 其 
rh ὃ Jj y α 的 任 一 正 数 . 世 就 是 对 于 任 一 点 名 vv —1, ΔΗ 

|n (0) — F' Ce) | < M p"logp, (1.5.4) 


其 中 M 为 一 绝对 常数 ,p=p (ls, οι) = ((ω--σι) (721, 
2 ARS h, 不妨 设 0 二 (ωι, ως, 0, ---, 0) mV, Jr 


p= ( To T) 十 poe» 


Fi) = 


一 δι, Ta 
为 一 西方 阵 , 这 是 因为 对 于 任 一 定点 9 一 (ea ---, 9, vv =l, 必 
Ἔ ΕΙ 
σ-( ] O ) 
0 U, 


ff o= (οι, ve 0, ο», OU, AARNA u— uU, 相应 地 有 
v=, e,—eU, M rh t= (v, ὃς, Ὁ, -».', 0) - eV, V Blsn E Br 
iE, 
H 
FuQv)— — F (61) 一 


= fa —f(») », 
ἴδια (1—3u)* 


J w) — f (a) (16) 一 — f (6.2 Ç 


πως (1 — gru)" 


Coss -1 


j1.5) Cauchy 型 积分 的 极限 函数 的 连续 性 质 81 
—| (u) JV )— Je o (e) 

ας ι 2πεΞ1 (一 θα y" 

-. 1 f (wu) — J (ei) 


GO3s—1 μι (l — αι)" K 


于 是 
ως 


2n—1 T em — ru) 


| Fit) 一 File) | ——- | 
+— - η. fu) — (e) ο: | 


(1—6e4u^))" 
1 Fa --ξ(ι) - 
Gg. |J 2. (1— erw)" 
+ 1 |: fek) — (8ι) ú | 
Con—1 (1 — eaw)" 
=Ji+Js+Jy+,, (1.5.5) 


T u 


此 处 


δ... e" 
g; In =h 2. P τ» =p", (1.5.6) 
-ew =<, I1 — οι [-ε, 


Hr o [2H 1.4.1, npn 


a (1 6. 
Ja M e? = Mp" 
由 引 理 1.5.1, 2S 
Jia pfi) - f021 f. rms s Mseogo, 
(1.5.8) 
上 面 的 Mi, Ma Εμ ΜΕΣΗ δα, 
注意 到 
Jaz ο (uV ) — f (u) | » 
CÓ34—1 |1— eu, |^ 
"m" ((uV —wu)(uV —wu' 2) M e . 
μη | 工 一 eiu [7 


由 于 Οὐ —w) (uV —u Y =u —V —V')u' x; 3Re(1—9w), 


re apikani ο τσ μον cec le RR lr aA LI c ee —. ~ -4 Hr - κα olo x s Arden en 
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而 p-p(» οι) = (V-I) ('— Del) t = QRe(1—w*, 
pir El 
M τον u 
Í, |1--eyuji" 

上 而 的 Ms, M, JEE 228 ΠΧ. 

取 M-—maxiMi, Ma, M4, EA 1.5.4), EAEE, 

此 外 还 要 证 明 一 个 在 第 二 章 中 用 得 到 的 

E38 1.0.2. # pG, u) Jug SL de ww = 1, uu! = 1 上 的 连续 
we, {Ελ w BS pr dC PE 2 ΡΕ CREUSE Lipsehitz Z& fF, IER 


Φ(ω i. go, w) ο 
7 Wai Jww-i(l—4w)" 


作为 4 的 组 数 及 4 的 函数 也 都 满足 Lipschitz 条 性 . 
iE ΛΗΕΈΠΙ.5.1, ΒΠΗΘΙΓΗΗΕ u Bg A, Do, ο) = 
出 (的 是 满足 Lipsehilz 条 件 的 ， 车 uoto 1, RII 


— __ 1 piw, u) -φ(ω, τῳ) ; 
ppl | s D pe τ) ᾧ 


| [φίω, ο) —p(o, u)] 
_ 1 j --[φίτο, uo) — pv, ug) i 
viti-1 ανω) 


J , = =< M ,o* log o, (1.5.9) 


CO qa —1 


LS 二 一 全 


tige, u) --φίυ, ο). — |. 


= f, Ts. 
e p= p(u, uo) = ( (u — to) (u—us 23, 
HEHH, φίω, uy 4E3 u WARR T Lipa(0-asi), WEERA Ἡ 
Ja =O (p°) (p0). 


E à Wa μα. 
! ` — Jg. a 
fü "μι σε, C lli-ew|«e, 


n n= Hf e). 
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4 


TARIA 1-0 (|. —= =O (93), s—0, 


[L~ vu | 
及 ;.-..1. [ p, w) pw, uo) y 
Omai ds — (1-— vu)" 


1 4D 
_ 2, Ww) — 3 — 
(plo, u) plo, wdi |, Ty 


= I Ια, ` 
ABAE I;=0(p"loge), 
T| = O(p%, 
取 s = p°, WẸ RHE 
Ve Qu) — p Cuo) =O ( (Cu — uo) (uua) ' )? log (u — tto) (uu) ), 
BOT EXP a 的 正 数 5, 有 
(9) € Lipa — à), 


$1.6 定理 1.4.2 的 推广 


在 这 一 节 中 , 将 $1.2~$1.85 中 的 针 果 进行 推广 。 前 面 我 们 
定义 Cauehy + (E 
y. p. —1 0) ἡ (e — 1) 


Waaa Jug-1 (Í — pu^" 


Í feo ; 


aw- (ιο) ' 


XI lim 
在 这 一 节 中 我 们 推广 Cauchy 主 值 的 定义 , ñr 
αυ 


' gai Jur-icp (1 — eu y" 


v.p 
为 


lim 
É— f σημ Ἱ 


而 γ-α/β. az, GU, 


fiu) 4 
Lo πρώ." 0D 


1 
iHi Γη rira. z im τν τε 
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将 要 证 明 ， 当 (在 ?一 上 满足 Lipp， 则 这 样 定 义 的 
Cauchy 二 值 是 存在 的 , HSHM EI Plemelj A. asp 
Bl, 81.8—$81.6 中 所 讨论 有 的 ， 

我 们 要 证 明 如 下 的 

sm 1.6.1 


. 1 u Q. 1/ 28 v3 
r a | aaj . 32a) | 6.6.2) 
XH a-—iu|uw-—1, a (1— Reup +8 (Im ud ε, az0, B> 
0, aT GO, 

定理 1.6.1 FODE uuw =1 ΕΙ E Lipp, W Cauchy 1545 


| fe 4 (vv —1) 


v. 


` ag- Juu'-loy) (1— vu) n 
是 存在 的 , 其 且 等 于 

e FD fO) pa f if 28 y 

— |. T srü-aG rg) V0.9 


这 里 Oauehy EAA. DREN. 
定理 工 .6.2(Pleme]lj 公 式 ) # /(w) f vw/—1 EMRE Lipp, 
则 当 z 从 22 <1 ARAT oov — 1) RE, FUHR SE 


ptz 9) <M (MHIO, 


diz, Z) 
由 有 
. fu) ; 
Hm Cas t ba (1—2u)* £ 
_ 1 fpu ,1 38 Ν᾽ i 
=V p (Ugm-1 Jui-icp (1 — ou)” + 2 e" ) 70, d 5.5 


这 里 Cauchy EWH (1.6.1) Brig X. 

从 这 里 , 也 显示 出 多 复 变数 与 单 复 变 数 的 本 大 性 的 不 同 ， 在 
单 复 谈 数 时 ,Cauchy 主 值 的 定义 只 有 一 种 ,上 leme]j 公式 也 只 有 一 
个 ,但 在 光复 变数 时 ,Caunohy 主 值 的 定义 不 正 一 种 , ΠΠ Plemelj 公 
式 也 不 只 一 个 . 

在 这 里 特别 信和 得 注意 的 是 8=0 的 情形 , 这 时 Plemelj 公式 成 
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为 
fios 
Ka. TK μ[--1 (1-—zu)" | 
= κ μα 1.6.5 
v. P. CUos —1 MM (1— 02)" + ( MU. ) 
而 Cauchy EWEA 
V. P. | J ος 
(λθη-.1 ο με’ Τζος) (1—4u^* | 
-im 一 一 | κ τα (1.6.6) 
ε-.η an—1 Αι =l, usd , (L— vw y" . 


也 就 是 : Cauchy MRH Ip B [i T -PARAR Cauchy = 
值 ， 当 然 这 在 单 复 变 数 时 是 不 会 发 生 的 . 

最 热 , 上 述 这 些 结果 的 关键 在 于 证 明 引 理 1.6.i+， £ τη 8 
1.6.1, TAR $1.3 的 办 法 证 明定 理 1.6.1， 再 由 定理 1.6.1 及 
定理 1.4.1 可 得 定理 1.6.2。 BIELWIZET— Ἡ rh 3 ub ΒΗ͂ΠΙ HE 
1.6.1, WEM 1.6.1 及 定理 1.6.3 的 证 明 . 


$1.7 引 理 1.6.1 的 证 明 


πε; α;50, 80 的 情形 ， 当 = 有 时 , 在 83841.23 中 已 经 证 
明 , 故 只 讨论 a= AEE. 
取 0<p<J。 于 是 
Loi ( ἆ 1. οτος per. 
(]ηπ- Ju (1-— pu)" mm —1 e'(1-— pui)" 
x H o'— (ular =i, a*(1—Re u)?- Bi(Im up) se, 
=, 1 u _ _ 
o= (ση, t, $4), =i, B -1—£(01 «1, 这样 做 总 是 可 以 的 , 百 
MIRRE atA’, 而 令 8? — e^ (9-9) D). di T at B, ERST 


AE o' BU sa H) 67g 


ao AL μι Ue πι —— επική. cred bL be ERE RR E ματι.  π εξης - í 5 e Jai 来。 有 HH Εκ πι. ' 
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ῥί1- τοοβθ)ϑ!-(1--ἑ)υλαίη)θ-ρλ  ov'—1— 3. 
出 二 可 得 
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! eoi i LO -- (Gr 0-20) + Qr-) ey 
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1:1—1 
Imi S K, K, | + 22 j . 
1 9 eUs 


MC 一 CU 4g — gr mE LET. 
uu ΨῈ + 


EH IG AN ΧΕ EE. Hi 


这 里 K, =f >- sx 3 wes 


E 1 
K É = NEM De EI log 1— pre! P 


车 记 pH) r0 -20) + He 


ris -1] 
Πιτ 7—»1 Bj, 
sci icr D - Lü- 00-00-20) + Den 
r(2:—1) 
—O(a^), 
于 是 a= 008 Iz — co 1] --O(g — 1) —O( ety, 
Brel 2 an-0 (8 EE ἘΝ 一 站 feat， 


Cu mp më pT 
— zm 
本 由 一 并 eu JT : 


ΕΣ (1,7. πι, fr 
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Q—[(1—5) GH 8)) + E10) e]?, 


一 全 
2 一 二 ` 


lij r cosa 一 
7! — 200 + Q 
r*(2t—1)* 
_ 27(2$ —1)$—1t — (2t -De2 Qt 6 


l—cos*a1-— 


r*(2:—1)»* 
Ν -.,. Lr (2£—1M— i- (2—1) 290? 
TEH pælt, 
1 t- Q 
MZ sos |P: 
TD veta EEL | 2: — 1 
p LOG — 1$—i— (21— Det 200* s, 
12: — 1 | 、 
fir € — (xa, wa, Με, Cona). ΣΚΑΙ, 
tz = 8 COB Pi, a = 8 AD qo COS Ma, στ. 034.9 — 8 HN οι alm ga - Bin qaa s, 


于 是 oeg gint p sin” o,---Sin Qa, 4dsdgi- dias, 
注意 到 0?—1—v', 这 就 得 到 


E MEE 
Jg” i vE f [1 一 号 


MEG "Paci 
o EAP) Q1) -1— (13) 6180115 Y? a 
被 积 函数 的 绝对 信 为 
(riy 
Qa dl — 9) 1-1) —1— (25-1)? 2t ]* P gas 
(2$ —1)3 
当 P31 ΠῚ, ERIR 
|24--1|Ρε’-5 


[TQ 1) (1 s) QD -1- GEI DE ERIT 


= eit ie, A " "EM . foe dhi rum RUM d νι 
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可 以 证 明 : FEER n, ὃν 当 sE [o (22.— 23], ες (0, nnt, 
有 不 等 式 | 
GQ- -£(1 —87) (21 — 1) -£— (2£ —1) £? --29t τε 
(1.7.89) 
ας E νο uE HER. 经 过 计算 ,上 式 左 端 即 为 
(2$ —15[2(2 2-9 —1) — (2£ — 1589]. 
^p t 3. 要 证 存在 πα; 0, 34 £ 充分 小 时 有 
2(12-Q—1) — (2:5 —1)s?7 7.87. 
这 只 要 取 mo 4 0L —1) (2: — 1) ΒΙΠΕ, 
M ECT BE, BERE m0, Ἡ ο 充分 小 时 有 
2($4-Q— 1) — (2t —1) s? με, 


这 只 要 取 mo<2 [25.— g, 


MORIBI gre E, 07.8) Y. TUR 
EFE 
J,- lim K ,- Oe") | vE tO gm-aqa— Ο (εν, 
21 panl R}, lim J,—lim lim K, =0, 


&—Í! n1 


计算 um lim K r= μι, H Lebesgue 定理 ， 


"η go 
J= ση [ κε ¿+Q — 1 
T (n—1)! Jo 2#— 1 


ος P-O- —t— Qt -1) e° + 297? |"? 
ESSI - 
«τών ρε 


zy s= H2, W 


- e Lib Ed 
με. A i li 


8 1.71 2138 1.6.1 BULLBB 89 


#—1 1 
Jam | [1291 
ü 


(n—1)! ο) —1 
[ZI] | 
λα. 2 pis- R 
由 于 
g? -1+0 


2—1 
HD De] 


”二 一 一 


4H 
ο Οδ). 


1 


以 及 TD ic cies 


B κος) | 


-{π52} n m (一 二) ES 


-i(—t.j a-m5:-00. 
因此 可 得 li Joa σι o P dR ο 
Ine ee ure] 
命 ^u, (一 二 ὃν ΜΙ Ee 
(πὶ Gm u" du 


Po) ( — db /1—ui)n71 
fiy. cos 0, M 
n p (ποσα ? cos"? 0 sim 040 
im J, + » SO gin δ}; 


NECS (g?? 1)? (e — 1)d0 
-TO Hye (he ey | 


由 于 00, -1-«1τῃ-«ι, HAC PUB MUROT, 然后 积分 得 
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; Dar n— i 
J. = ( = u η 
πιόνι γί 30 5) SC 1)*0$ 1Ο à 
ñ ἀπ. 5 yY d _, 153954301. 


-ππί-υ”'-Ὁ] 
1 ct 1 
"reser πετ] 
因 之 Im (Him J,-) = lim (ImJ a1) 


"min sir) 


2 [ 


= Tia αν Ἱορ(ἳ — re) ds. 
由 于 Im log(i-re") --Ο(1). i Ιπαζο--Ο(6 2). 综合 上 述 , 得 到 


im lim p=- 2... iC -HS 
lim lim P= Ka aid Gi 


HF b= (p) = S, os o0, 8>0 831 1.6.1 ΒΗ, 


当 a> 0, β- oM, 8[38 1.6.1 成 为 
lof 24 - 
5-0 W21 Je (1—314)" 
iH ogos {ujur —1, Re(1—u,) 2), 
现在 来 证 有 明 (1.7.4), 与 证 明 B8>>0 时 情形 一 样 , HO <o 1, 有 
1 — T 1 e 
1-- — — +- 一 j| 8 .. 
tO20—1 » σι (L— pui)" μι "i (1 — pu)" 
这 里 o1— (ulus = 1, Re(1--z )<al, 
AMPUT GL.0.2) RET 


(1.7.4) 


= Idi, 
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2 [ 
πο, 
(εληη- 1 Sepals 3 
> K -| 
这 二 P Jesar- p(l-porg*)?' 


EEE (1— pre") 7 


n] 
It-— Im P ΚΕ E, |+ 


Zu— i 


而 a= cog 11 ὃ- 
η" F 


inis En 8-0 的 铺展 的 证 明 一 样 , 可 证 
ju =o), Jum OQ), Ζο-ος) 
Xu Y, mE — SE EIS 1; Jas, Ju f 


7 .. Og Wil gini Je 
" (n—1)! Jo (e -— iv θε -- gi —s9)n-t* 


ir n—/28—8 3 s= F, 出 


a (n—1)! ! | — Z E 
. Yl (2e ) f μην S T F 
(n —1)! € (1i VITRE) 
ERAR IKBN 


[4 a- 85] =j 22 a- 85] >t, 


EL 6-»0 |, AGTER. WZ Lebesgue 定理 ， 
lim J 4-47 0, | 


FE—* 
故 lim 十 一 0， 所 以 引 理 1.6.1 51α.-θ, 8=0 时 也 是 成 立 的 . 
最 后 证 明 当 a==0, 870b 5| 33 1.6.1 t p sc, 这 时 引 理 
1.6.1 成 为 


ji | ——5 221-993, 1.7.8 
η = (1—3u)" ) 


这 里 os = {ul uw = 1, |IImu;lsl. 


"A κα. 1 
a ος, Kar kA Phila -~ Tita adiit cr EL- ena h hio He i RR REC t er ena He |, 1 ] dm - E -rra dh -Ll da, τι dy 
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dut fel PI Hif — PE, für οι — ο, ua — ma, c Ua = Vu, 19 v (Us, 5, 
ον). JE ος ev —i-r^, |sm8|2>—. Wasin, MD 9 f 
ERRE aicn, --(α--α) «θ«--α 又 因 5 «c |sinf| < 


1, 所 以 vv scio e?, WB E 
1 ù 


Gag — ] Ja (1—340^ 


- 1 | ΤΙΝ ——— Ed 
üa-l P Telet —n +t (1 — re)" .. (1--re*)" " 


与 前 面 所 做 的 一 样 可 证 
"- |. ux 2 ἴτε] $3 J,— >: Ην Jo- Ho | 


人 sn 一 l-—174)" an—1 
+—2 | (m—2a)6, (1.7.6) 
G)34—1 Du'«c1—xk! 
其 中 

7 -| _ ° 7o=| In _ 1 55 

* UD'cl—s* k+ re)" 7 opeis! l+ yam 7 

v _ 1 

Hy -- k(l — re** ? Hs... l—re^ ^" 


48 0L. Τ.Θ) fl ΕΤ, dp s= (Gi, Za, '', Sona), H 
ERA fn 
L= 008 Qi, Lam sn Pi COR Qa, """, 
ar- = 8 81 q^ SIN Po: - * SITI es. 5, 
= gin-5 gjin” t qu 可 Ti gs gin (Das 4 dsdqi- "O34 3, 
于 是 


í av= | gint -= 
PT τη --1--ᾱ5 “Ἢ — py 
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a pnia — =. 
f. σταρ 
ΗΓΕΤΗ BUE PE, W 
lim | ^ 9-0, 
sl μες1--"- 
MK lim —^ (m —2a)o-1, 
ε- Hagi r risiet 
1 t 
BED a 下 jp<1 (1--]v86 55*' 
ELT 1--r679—1--A/ 1— vv -- e —ie, 


Γ᾽; 


STI gin 3. 
Wan Jo LL D Ura S 


—&!—g* ig)" ° 


f η V 1—s, Uem 


— ο ο 
TURPOC1)" Jora TT 
由 Lebesgue z EE, 
Jari f επι h 7 _ 
hm Jy lim J,— kl (n —1) ο TERVE TN, 
ΕΓ E lim Im J, — Ü. 
Ε-.] 
- or "i e "n-au 1 — £ — ar 一 
0 一 一 πα i LR -è log (1+7 da ridt, 
— 2a i4—2 f. 25—ü —i V -- 5 —— H, 
Im o a (ni) 1 ο Ἕ L+ 1 Lou L i 
T lim Im (Zo) = 0. 
同样 可 证 lim Im(H,) —0, 
与 计算 Je — ΠΕ, KB] EI I 
- Fani 122 "1 13nd E ú 
BED a IP ον 
TUBIS SICRS 28 XJ ELO 
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tnu fan—? 
En EE τῷ {1— 1-28) ' 
M keni ky, 


|a= 


κος, JER ΤΙ Fr 122 R, 
᾿ i Oan 1 ἐπ 4 
Tm Hy £'(a—1)Jo(1— (1—1i-—B& Py: XA, 


所 以 , 3 k<n—1 时 ,有 
lim Im (κ) = 0. 
最 后 计算 EH. 
ΓΝ pafi τπτ i IED a 
n-i T o [Qn I (1—2$)] 7 
HF Im nv n—1 


[+z] 
= X (DORP Ln Taa 


n-- 


2a" PEE (—1)y02' gg 
(n) p=0 ute 
— -- Q0 4*2] — 1— 85-2529; 
K TN C 0-9. L) db 
其 中 K= (iy) Ha EN T πηι. 
作 变 换 1 一 nv 1 一 太一 


. 1 dir 1 1 [* — (1—«)?]*7 
= ( —) “ἡ -- NM [uS T {1 η στὴ 
un 393 (T — Ddu 


[rw 1 -A 0 γ᾽ 
但 [utt i aigu 1) 


Ἡ 一 此 η 
— i {παρα “μι Hu 
2 ( 1) C 22 TESE aya τ}. 


Br El Im (H. 


于 是 Κρ- E , $c 1)**-*UC2. 929 C fe q - q), 


g= 


He 
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3-1 μπα 35-53 
其 中 a= (VIr) N ΚΗ {a+ ο. du, 


q”ta #p—1 


-- . αὶ | SP .— 
Μο (IT) | βρες du. 
W LE S u= A/l— Pe, fi 
E — Tn ng? qnis 
I, (vI 7j ) | (1 Ha) 
t" 


1 
απ a" nl 
RE ' ETG v t= + Qs. 


由 于 0<a=n—2, 0«2p«n—2,Bi DI n4-9—2p—220, MA 
Q,—OLt(A/E—i8) 75, mel). 


Bos 0<q<n—2 nj, lim Q - 0 AHER «pe 1 ἂν. 


qt -a* 


ο αλ... .| ser 12-52) da. 


1 


= I x79 da, 
当 again RT, 
g<- RETE MI) 0, Go. 
当 g—n—8HB, 
Qv A I-— P |` TES de, - MI og 77 JI (51). 
综 上 记述, 当 gn—2 时 , Him b, =0, FH 同样 方法 可 以 证 明 ， Ἢ 


Oszgsn—2HB, lim M, —0, TA 
K,—273]imL, ,—27? |” ar q 
lium — lim a— —ġ --- | a 


7,1 
5 


#3 ΐ — «MICA — 29 1 
—9 | Qu per t 2 B (n p p+) 


-D(p-z) (n— -p-—5)2" /Tn-1). 
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这 就 得 到 ”lim Tm (1. 1) 


- m 1 3 
aec ο. r (p+ zH (α-- -5) 
En) peù κ Ζία-- 1) , 
但 是 
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=] 
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ρα δρ Sewer ya 
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几 分 部 积分 法 , 可 得 


| dm _ 4 
--- {p i)" 7 


K [ELE 


. EX ynl E 
Pil zIm( j ζω- ο de ) T. 
2^" 53^ 
因 之 Hm Im(77,) PO) 


综合 以 上 所 述 , Πλ 8|(1.Τ.δ), 
因 之 ， 引 理 1.6.1 不 论 当 a>0，B>-0i ae>0，B=-0 或 a-0 
β»0 RIR., 


$1.8] H — f} Cauchy 3:48 éT 


31.8 另 一 种 Cauchy = fÉ 


TE $1.6 中 我 们 推广 了 Cauchy HERDEN, fr 


V. p. | | ο Ju) _ u 
apt Λμξ’-1(γ} (1 — ouw)" 
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] - Aah 
^ M (uaa ] at=] (1 一 anu! ) " w 


μα λατ ο. ΕΝ Πλ 
ΠΠ γ-α/β, a0, 8250, 
并 且 证 明 ， 当 了 在 ww 1 ΕΜΠ Lip9 时 ， 则 这 样 定 习 的 
Cauchy HEETE, 是 得 到 相应 的 Plemelj AA. 
EKHE, RPA ἠ} 7}; Uauchy 主 值 的 定义， 
t a9, B>0, 
Dle, €) = (u|ww -1, 1-- Re wv «ae, |Im aw' | «e], 
(1.8.1) 
而 Ρ'(υ, ϱ) 239 D (o, SE wv —1 上 的 余 集 ， 


| 2*1 E ss „a-u BSin(rz — 158 | 
ᾱ- Ë sees GOL Di l, (1.8.2) 


JL 


我 们 要 证 明 如 下 的 
s[ig 1.8.1 


1 人 


ες Cina 1 J Drine) (1 η, 
这 里 D'(o, ὁ), B i (1.8.1) & (1.8.2) BrzE X. 
定理 1.8.1 J (u) gÉ ww —1 LWE Lipp, W Oauehy EH 
v. p. i | ο] _ (υσ΄ --1) 


Waa Jud-1UD (1— uz)" 


(1.8.3) 


J 


蚌 存 在 的 , 并 且 等 于 
l| NM fu- fO? 24 (1 --Β) (a); 


CU95—1 (1—«u)^ 


这 里 Cauchy Xx XN 
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In Gaai J bees) (1 — pu)" 14, (1.5.4) 


4EXBI.8.2(Plemelj4 350 ΒΞ (ο) Ew =1 bW8 JE Lipp 
(0-—ps1), MS z M. zz'<1 ARET olor — D) HT, FEET 
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d(z, £ 
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Tim J _ JOO ἆ 
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Ozai de= (1 — eu)" 
这 里 Cauchy 主 值 由 (1.8.3) 所 定义 ， 
gp 35 8 = oo f, B—0, xx Bj (1.8.5) 就 成 为 (1.6.5)， 而 
Cauchy E (1.8 DRES (1.6.6) — £X. 
同样 , 上 述 这 些 结果 的 关键 在 于 证 明 引 再 1.8.1. G6 T 31 88 
1.8.1, WAR S 1.8 Bg JR iHe 1.8.1, 再 由 定理 站 .8.1 κ 
zEEB 1.4.f 可 得 站 理工 .和 .23， 所 以 我 们 在 下 一 节 中 来 证 明 引 去 
1.8.1 而 略 去 定理 工 ,8.1 Eig d 1.8.2 f BE BH, 
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in —— | — % -B (1.9.1) 
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μι 03 ow, aas 
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B, = p log (1 — ret} 
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d VIPE A e -|2Ia-ms)e- αὐ) 4E. t 
eo 


- o (4) 


e Hm K a-t = 0. 
回 法 可 证 
[ (zz —a—b)v-—o(l), 
tP aias [a get 
综合 上 述 得 lim 1,—0, 
BER Ts, 


1 (UC -t ῃ 
ΠΝ; 
M s ( —{ 4-b) b (1 — rg )" 


— Im (Σ P,- P)-($9.-9))| 


2 | (π-- 2), 
Capi κ πλ co le 


1, = 


+ 


m lef κα — + t h — PER πα REEL. nece CHEER LOADER LÁ - | > 1i =+ ' sacco co Bm meus : 


— Ln ———— 
° l. — R° (L — ae) | 
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其 中 P, -| In (1 4-re-*o, u 
nt « vb'wul-.* 


I v 
pl | ατα... 
k 让 “Jr 一 Br (1-- 7e 7) i É 1, 2 2 L, -- 


Q= | _ In(1—re*)v, 
pigu 1-1 3 
_ 1 | v - ~ 
k asua πε ο πλ. 
οὐ iE |. ary ai Sie i -» (4) 3 
| oua 7 Πω ο ως ” 
lim Πα ΙΙ οἱ id Hm To 1 ~a [VIT e) M I 
== m 
P(n) - 
下 lim | (m —25)9— 1. 
£- δὴ 4 d pret eliet 
P E v'i- Fet g?n-3g« 
P . 1 LLL nma A 
BST Py Tai ITB BE 18e38 
-1 2-7 πι Ao 
k I'Um—1)Jo G+ A/1—325— psige" Ji 
J-o( D 
fg y= 1 — Be", s= R, W 
P.— ] 94^ f 220-2 pan—a q Do _ 
k P'(n—1) Jo (1— y /1— R! — ipe)" 
- ϱ-»0 时 , P, 趋 于 一 实数 , 故 lim Im Py- Obs — 1). ΒΕ 
可 证 - 
Im P, = Im Q, -oCD. 
再 算 Q., BF 
1—7r6*—1-—.4/r*— B?a* — ife, - 
_ Op — 1 vlt gin- B jo 
V ἂν τπτ), CUA pi IBS 
而 |— 9" D | nS 
o (Í — 1—8? — Be —éfa)* no 


$1.9] 引 | 理 1.8.1 的 证 明 


| a side 
|J Q — A/1—s— Bes ifta)" 
γην Ran - 5g n 
° -77 1— R —4Be)" 


<f p- ad R 
o(1—4/1—R5*' 
右 端 被 积 溺 数 在 R=0 处 的 阶 是 R UU, Ἡ k<n—1 hf, 


2b -- 2η +8 <1, 
tC E S, 因 之 
lim Q, 一 实数 ， 
i3 n lim Im Q,—0 (KE «n—1), 
| 2w7* [* gan —els 
ini A Qui I (n) j. (1—4/ y? —s —4gs)"n 


. 2 (my 000 st 0 — 
rin) (|. [λα σος a= 
T. Τα, 
Xj Τι WE dk s= yR, WJ TT 
2y" wi f ον ym 3RmdR 000 
Ta) Jo (1-- ASIE παν at 
[71 lim Im^ =. τς 
X] Ta 作 变换 s= nit, WT; 等 于 
3e Qo ami Re MB 
Ῥῶ jo(1—4/y)—uRB-igs)"'?"' 
B QU— BR»! - (1 -- gà PR -1-aBsr OC), 
所 以 (— AY PR ige) t= (oR —4B)""e" * Y O (en), 


而 pri R2ən-8 — (pas — (a -- 89) a7) R7, 
. = “πῆ i (ga ^71 24-3 
ax lim T's U BE ( n) I. (a R° —49)^-1 n—1 HR d R. 


έπο--β/α, Μ ΓΗΒ 


Tu - εἰ. - = uv oa R- '. : 


od A EER] Cauchy ΒΗ ΠΤ [第 -一 音 
Ag" ον Í 1 ΕΡΕ (2) ! (i ρθη 


Dn) o (Rio Tm) Jo Gien T" 
而 
i ut 3d 
|, Geil D ot eb s 
vxl 1 
—log +t 4 Sor α(οὐ a Casa ur). 
所 以 
TO u" du al NOR. k 
m (eos) = tea € το Y. Lt Im( + τς -) 
cg e. (— —1)*n. Ora 
. P -ᾱ 
(a3 -- 8255 sm £ (te $)- 
于 是 得 到 
limImQ,., = - (25-5; —2"73 ig 17. p 28-94.) 
Eh} "T Tin ) 8 ns 
一 一 EE EN k4 C 。 . B" . l -74 ü 
而 h= 之 (—1)**1 L (aa go v sin k ( t B . 
综合 上 述 得 到 


Γ — 1 ..)0nn-3 “2 -1% 
€— — 
而 (证 明 见 第 六 童 人 $6.5) 

241.2 a =m 24 Y 23 (893 οἱ sin(n—1) 
23(1—— tg ge) ως mr 
P, (1.9.4) f yr, 


FAS); 


51.10 κ R 


在 定理 1.4.1, €H 1.4.2, EH 1.6.2, ΕΡΕ 1.8.2 中 ,我 们 
者 假定 EREKE): ερ τν 之 下 趋 于 球 而 上 的 
jov, χὩΚ Ἡ ple, ο) = [(2—9) (z—v)'] Η d(z, Z) -min I 1—2w |, 
M ΓΗ ER. πόνο 


二 í =- 时 - au “1 - Y τε -ET 5-4 Roll EN M r 


& 1.10] K-i3b 限 52 
Hulo) = {|27 «1, [(5- ο) (079) ] * Mmin [1-92 
HE, EB 1.4.1, 1.4.2, 1.6.2, 1.8.2 中 的 极限 都 可 写作 lim, 


ge Ea» 
ΣΗΜΑ H 极限 . 
Kor&nyi 在 文章 [了 中 引进 了 另 一 种 极限 ，Rudin[li 15 πὶ 
WW ΚΕ, du 


D. (v) = | lez «t, 1—27 <$ 0-27), a>}, 


如 果 对 任意 a> 1, p 
lim f(z)—2, 
了 
贴 称 f(z)£E% ARA K ER A, 
不 玲 证 明 , K 极限 强 子 ΗΑΕ. MESO τας ERS A E 
Ελ, SURGE H RRA BRZDI. 
为 了 证 朋 这 一 点 , 取 p,— (0, ---, 0, 1), 则 
DeC pa) 一 人 | 于 «1, i-a < (1—27), a1 | 
H yu (pa) = {z |22' «1, Cia” Γι, 


i — 
+ |a- 1] Μπιῖτι,1--ρι΄ |}, 
μμ --1 


B 22M, BT min|L-zr| -1— G7)*, 则 对 任意 z6 Ην (ps), 
有 1 

ΡΕ. S= [la] aH t znal [2.7117]? 

MO GaN) CM (1--α2) <“ 0s), 
BI zE D.(p.). XX LuES T, 24 07-2.M 时 ,有 
H yip) C D, n. 

A —Jim,deflgistgEde S x ΕΕΗΗ κα | α΄", (£—1, 2, ---), 使 得 
go (0), 2" C D pa), AFERE M, σος Εν), 
gin 


αμ kL (n "τι. . op! ,ri Hhul& ac mn Ü Y xs mít -. -ah δ. -u- , Kosa kimiku =. 
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= (0, ---, Q, F (1— -έ-) (k-1, 3, ---) 
便 是 这 样 的 点 列 ， 对 于 球面 上 一 般 的 点 也 通过 适当 的 西 变换 , 同 
样 可 证明 ， 当 ae>24 Bp, HuQ0JE Γα(υ) 的 真子 集 . 这 就 证 明了 
我 们 的 结论. 

在 我 们 证 明定 理 1.4.1 1.4.2, 1.6.2, 1.8.2 中 ,五 极限 都 
可 者 成 下 RB. 事实 上 , 在 定理 1.4.1, 1.4.2, 1.6.2, 1.8.2 的 
证 明 中 ,条 件 民 .4.1) 的 作用 基 引 导出 不 等 式 


1 
M +i 


而 在 Rudin[1]BjS[Bi 5.4.3 中 证 明了 这 样 的 结论 ; 如 果 
wr =l, t=1, ες D. (G), 


|1—2u]z [iow | (uw'-1), 


HK -wiii 
因此 把 H 极限 换 成 下 极限 , 这 些 定理 仍然 成 立 ， 


关于 趣 球 上 Cauehy 型 积分 的 讨论 ， 还 可 以 参阅 Korányi 5 
Vagi 的 交 章 [十 以 及 Rudin H filij. 


l 
7 


第 二 童 ” 复 超 球面 上 的 奇异 积分 方程 


$52.15] 言 


一 维 的 奇异 积分 方程 的 理论 已 经 相当 完整 并 有 车 极为 
广泛 和 重要 的 应 用 (例如 参阅 H. H. Mvycxennmpnan[1], H. I. 
Bezya[1), Φ. I. l'axos[1], C. T. Muxaun (ij), 

”首先 研究 高 维 奇 异 积分 方程 的 是 卫 . G. Tricomi, 他 研究 的 是 
二 维 欧 氏 空 间 中 的 奇异 积分 方程 , Za, G. Giraud, C. D. Maxim, 
W. J. Trjitzinsky, J. Horwáth, A. P. Calderon, À, Zygmund, 
H. II. Bekya, J. J. Kohn, R. T. Seely, A. B. Banaye, E. M. 
Stein 等 等 都 获得 了 不 少 有 趣 而 重要 的 结果 ， 在 这 些 工 作 中 ,积分 
大 多 是 在 整个 欧 氏 空间 中 进行 ， 奇 异 积 分 中 的 奇 性 是 用 二 点 之 间 
的 眶 离 来 刻 划 的 .我 们 现在 从 另 一 角度 来 考 嵌 高 维 的 奇异 积分 万 
E. i | 
在 一 维 的 奇异 积分 方程 中 ， 复 变 函 数 的 Cauehy 型 积分 起 着 
十 分 重要 的 作用 ， 有 了 Cauehy 型 积分 的 工具 , 使 得 一 维 的 奇异 
积分 方程 的 处 理 显 得 十 分 简单 与 深刻 .可 是 在 高 维 的 奇异 积分 方 
程 的 研究 中 , ΦΑΕΙ, 还 未 有 应 用 Cauohy 型 积分 这 一 工 
具 来 处 现 的 .第 一 次 企图 利用 多 复 变 数 的 Cauchy 型 积分 作为 工 
具 来 处 理 高 维 奇 异 积分 方程 及 方程 组 的 是 奖 异 . 孙 继 广 [ 四 。 在 次 
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3 ΛΙ ΤΟΤΕ IH b 3€ $S 1.3— 81.6 中 得 到 的 有 关 赵 球 的 
Cauohy 型 积分 的 闭 果 ,来 研究 复 超 球面 上 的 奇异 积分 方程 及 方程 
组 ， 对 于 常 系数 的 奇异 积分 方程 及 方程 组 ， 得 到 了 比较 完整 的 解 
Jt. 从 处 理 过 程 中 看 , 使 用 这 个 工具 , 还 是 比较 简便 的 ， 之 后 ,也 
继 广 [ 英 研 究 了 变 系 煞 的 奇 蜡 积 务 方程 及 方程 组 .以 上 这 些 组 成 本 
章 的 主要 内 容 ， 

在 $2.2 中 ,我们 证 明了 含有 Cauehy 核 的 复合 奇 性 积分 公 
式 ， 在 一 个 复 变 数 时 , 这 就 是 Poinearé-Bertrand 公式 ， 在 2.3 
中 , 我 们 得 到 了 二 个 实 的 奇人 性 核 ; h- 核 及 B 核 ,并 讨论 本 它们 的 一 
些 性 质 ，h- 核 在 一 个 变数 时 就 是 Hilbert £i, 但 瑟 核 在 一 个 变数 
时 是 不 出 现 的 ， 这 也 许 是 显示 了 多 个 变数 与 一 个 变数 时 内 根本 性 
AE. 在 382.3 和 832.4 中, 我们 给 出 了 含有 了- 核 与 h- 核 的 复合 
奇人 性 积分 公式 ， 定理 2.4.1 893&$ 2.4.1, #E— + AUREUS, UE 
Hilbert 公式 ， 在 这 一 章 中 ， RANE AEAEE E Lip 
sehiiz 条 件 的 复 值 连续 函数 所 组 成 的 线性 空间 ο μα Ἡ Εἴ 
Æ Lipsehiiz 条 件 的 实 值 连续 函数 所 组 成 的 线性 空间 27, 这 些 核 实 
际 上 是 定义 了 在 Z* ERI 上 的 线性 鼻子 . 


S2.2 含有 Cauchy 核 的 复合 奇 性 积分 公式 
在 $1.3 中 已 经 证 明 . Ἐς f(u) dE uw = 1 LE Lipa (0<a< 
1), Mj Cauchy E18 (vv' = 1) 
z. p. —1 Í. BONN 


(ωσα- E J uu'—1 (1. — yu)” 


ε- (ος... ν δε --Ί (1 — pu? )" 


αμα) >s 


蚌 存 在 的 ， 并 且 当 ? Wi 38 E 


$2.2] 含有 Cauchy 核 的 复合 奇 狂 积分 公式 的 
-. T 
[(z—*)(z—4)']? 
were cM (END 
d RET o BJ, 有 Plemelj 公式 
lim wzi | _ Gm) (ui 


=v. p. ozta |, -οὐγ-"/ωγύ!-ἆ}ῶω). (2.2.2) 
(4114 § 1.10 HiK BRIE, E A RRKT, (2.2.04 RR 
立 . 今 后 趋 限 都 在 五 极限 首义 下 进行 ,不 再 申明 .) 在 81.6~R 工 .8 
中 ,还 证 明了 有 种 种 不 同 的 方法 定义 Cauehy 主 值 ， 并 给 出 各 种 不 
同 的 Plemelj 公式 .例如 ,如果 定义 Cauchy ΕΜ κ 


vpe — f 4 
ἕνα 1. πα’ -1{γῚ (1 — ypu y" 
= lim 1 | fw (2.2.8) 
νην. (1— ww ) 


Π (2.2.3) ETER, EL. Plemelj 公式 


lmexti| | (1--σῶ)-"γ(ωγὰ 


ud 


— y. p. ozta MM (1—vu')-^f (u)u 
+Í me y fe), | (2.2.4) 
这 里 y—a/B. 
以 这 些 结 果 为 基础 ,我 们 有 
定 埋 .29.1 # pan C Lipa, (0--ας 1), (ew =1), 则 
lol —Í por) w= piv) 
(eai Jugr=1 (1— 45? 1Ο1--1 (1 — vt" 4 


(2.2.5) 
其 中 aw =1, BER Cauchy 主 值 , 而 Cauchy 3: E ERR 
(2.2.1) Br E X. 
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在 一 个 变数 时 , 此 即 落 名 的 Poineeré-Bertrand 公式 ， 
定理 2.2.1 还 可 扼 广 为 
定理 2.2.2 车 p(w €Lipp, 0<p<1, (ui —1), E. 


2G) xx) τν 


则 我 们 有 
1 T | pyw 
Cini Jeri) (1— vw)" wwe (1— uw)" 


lf BB _y' 
4X CatB) aat Ba) ) pia) ; (2.2.6) 


其 ΠΗ vu --1, Yi a fa, Ya = Gy / Ba, 积分 都 是 取 Cauchy = 1, 
而 Cauchy Ef dE SEES (2.2.3) Br Y. 
现在 来 证 定理 2.2.2. 


ου 


| a 1 | qu) J 
? e Guag-i JsP-i100 (l-«u/)^ 


_ d J qa) 
palo) Ogn- JwP-iGp (Í — ow)" = 


[E Cauohy 型 积分 
HO - exti a (1—2w^) pluje, 


ui 


πω) zoazi | G-a) pa (Dt. 
JUBGE-. 35 z 从 RLI 中 沿 着 非 切线 方向 趋 于 边界 时 ， 由 定 
38 1.6.2, | 
jG)-ena|. 22 eU? te QD d-- ep (o), 


fi gia | (1 vir) "pi GO bpo). 


nti —10y8) 


H φιίυ) ΒΕ palu) E t 3 341 
g1(v) = f (9) —ag Qu), paw) = faw) --ὄφι(ν), 


s 2.2] AA Cauchy Horis erg Hop ἐς τὶ, 61 
将 φι(υ) PLA FO) Wak SX, 
AG exa]. Oa ai 


— G1 4 | (1 —2u*) "o (uyu 
= f(z} —af(z) =a) fe, 
pa (v) = (1—a) f(v) — CF (9) --αφ(υ))ὃ 
—(1—a-—b)f(v) +abp (m), 
Η 1--α--2--θ, 3:18 (2.2.6), 
从 定理 的 证 明 中 , 可 以 得 到 更 一 般 的 结果 ， 邵 果 我 们 可 以 定 
义 一 种 Cauchy 主 值 , 这 种 Cauohy 主 值 当 函数 fu) E Lipsohitz 
条 件 时 是 存在 的 ， 且 当 Ouchy 型 积分 从 zz" «1 在 某 种 限制 下 趋 
子 边界 上 的 点 时 ,可 以 用 这 种 Cauchy 主 值 来 表示 ， 即 可 得 到 相应 
的 Plemelj 公式 ,而 在 Plomelj 公式 中 , 常数 ya r Βὲ [5. 5ὴ 
外 有 一 种 定义 Cauchy 主 值 的 方法 ， 使 相应 的 Plemelj t di 2 
被 5 所 替代 , Η a--b=1, 那 末 这 二 种 Cauchy 主 值 相 复合 后 得 到 
的 值 就 是 abf Qv), 
由 定理 2.2.2, 可 得 一 组 反 演 公式 . 
€X2.2.1. Xie) cLipp, WE TI2.2.7) Br sg S ΙΙ (0) 
也 满足 Lipsohitz 条 件 , H 


2 (SEP ozta |. 1 οὔ) te Qu pO), 
(2.2.1) 

(ση) ega]... ace Wp 
(2.2.8) 


因而 


JH ΠΕΠ, Β 
τί) επί) -» 


1 Pps hi He .+ EH de pH hy δε w 
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γι--αι/βι, ya = aa Ba. 
特别 取 Cauchy 主 值 的 定义 为 人 (2.2.1), 则 有 


2031, | ] (1— ow )-"p(u)u--wW(»v), (2.2.9) 


2ozi| Gv pug) — Q.2.10) 


相互 推 娃 .。 c 

从 定理 2.2.2 的 证 明 过 程 中 可 以 看 出 ,我 们 有 

定理 和 .2.3 SP oG0nCLlipp(0O-px1l), ew —1, Wil 
1 j T | piwa 


(M3 Susy (1 — su)" Jwr-ivo (1 — uw)” 


AET N) 


1 | φίωλυ 1 28. y^ 
(Oga—1 Jusi (l— vu)" 2 N a4 + D: ) ) 


1 2g, y : 


其 中 γιται/βι, Ys os/Bs, TH ΛΕΕΙ Cauohy EH, 而 Cauchy 
主 值 是 按 (2.2.3) 甩 定义 ， 


$2.3 B- 核 与 h- 核 ,BB 型 积分 与 h- 型 积分 


d f G@) = U (z) +šV GE r < 内 解析 ,在 zz 短工 连续 (事实 
上 ,由 定理 0.2.2， 内 要 求 f(z) E 吾 /已 足够 ), 则 根据 加 型 域内 的 
BSUPT EE] ἂς BJ Sohwarz 公式 ,有 


f(g-—4 | US, DHV 0), (3.8.1) 


Cong—i Jun 


HB δία, wu) -2H (z, u) —1 为 Sohwarz κ, ΤΗ 
H (z, u)—-(1—zw)"^*. 
令 


ET αν! 


823.5] B-$25 h-£z,b-A2U plor £g h-T glor 63 
Bíz, w) = Re (z, WW)= Πίο u)+ H (u, 2) — 1, 


(2.8.2) 
h (z, a) = Im(S(z, u)) = (H(z, u) H (u, 2)) 5, 
(2.3.8) 
于 蚌 公 式 (2.3.1) 也 可 以 写成 
U (2) = on |... U (s) Βία, αλά, (2.8.4) 
VO ot ζωές, +V (0), (2.3.5) 


在 %=1 的 情形 , 核 ΒΟ, υ) h(z wu) 分 别 为 Poisson E 43 JC $e 
Poisson 1; 4B238 nlD1HJ, Βία, υ) βία, w)R HS rA PRILON 
Schwarz 核 BJ ὃς Bp-E; ΗΕ E, WU T HB WA 7s Poisson Ë 55 JE $u 
Poisson 核 ， 因 为 它们 已 不 再 具有 作为 Poisson Ei 553506 Poisson 
核 的 一 些 重 要 性 质 了 ， 

E Ua) € Lipp(0c ps1), xc (2.8.8) 6» z ECT 347r EB9— 


à ο, MAEM 1.6.2 可 得 


V (s) = v. p. 231 U (u)h (v, u)u- V (0), 


uu i 


(2.8.8) 


其 中 - _ 
h(o, a) = (H (o, wu) — H (Qu, t)i (2.3.T) 


称 为 h- 核 , 4 n= 1 时 , 它 就 是 熟知 的 Hilbert ἘΚ, 而 Cauchy EH 


Eik (2.2.8) BrE W. 


Ah Ty BEEN, 4353 V (0) —0, 则 我 们 有 
V (v) -wat | U (uyh (v, au, (2.9.8) 


ui-loy 
此 处 积分 是 按照 出 (2.2.3) 所 定义 的 Cauohy 主 值 的 意义 下 进行 
的 ， 由 (2.3.7) 及 定理 1.5.1, 易 知 : #zz'<1 Ai B-VWJ 30 PRSE 
U (z) Bp 18 U (uy € Lipa, M ἘΞ BJ OE —#8 xe BJ) 35 e. B-j AK 
Xr V ORAA V Gu) QW (2.3.8) Bon) € Lip(a- δ), ὃ Ace T 


ie 和 je cab FUIL I RR 一 
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o 的 任 一 正 数 . 
定义 ”如 果 在 wi 一 1 上任 与 一 个 可 积 实 值 18 δα o), Ri 


称 

DC) = ozka | PBG, We (2.8.9) 
为 B- 型 积分 , 称 

Vom) PRG, wu (2.8.10) 
为 -型 积分 ， 


(2.3.9) X: (2.3.10) EAX T ΧΕ zz' «1 ΜΗ B-A ΡΕ 
X. ΗΑ, Θία),, a EXIT EIRE, 94 n> 1 FK A TE, El 


使 存在 , 也 未 必 是 gp( 人 及 oza | phle, ujú, ME n i, 


go 即使 是 连续 的 , 或 是 满足 Lipsohitz 条 件 , 或 是 有 园 强 一 些 的 
要 求 , 当 (2) 的 极限 此 也 不 一 定 是 p(tW)， 这 显示 出 多 复 变 数 与 单 复 
变数 在 这 时 候 有 者 根本 性 的 不 同 . 

由 定理 1.6.2, 我 们 可 以 得 到 

定理 2.3.1 oG) ELipp, WKH (2.3.9) & (2.8 .10) Br 
x 3⁄ BJ (2) 5j Ψ (OE RE E BJ DRE XE, 并 且 有 


P(o) =v. p. ozka) PDB, v) 


ui -10090 


«(3 I p), (2.3.11) 


E 
V (e) — v. p. τη, 
(2.8.11) E BJ 
B(o, u) = H (v, u) + H (u, 9) -1 (2.3.18) 
fh ΒΡΗ͂Σ. XX Cauoby EHI (2.2.3) BrxE X. 
证 SEE, 2 A az 1 AT v, DU 


vao, PODRO, Wu — (2.3.12) 


$ 2.3] ERS hg, HURT 入 型 积分 63 


Do) -limor | _ o0) GHG, D+H, 5) 9 


uu 


=v. p. ozta [i 0G H o, uyu 


pur LOY 


++ LE ) plu) + v. p. ma | PH (ο, ἅλα 


1 ag ΝΤ --- | , 
t3 EF qr (ui) — war i-i PAY 


= V. D. Oppi | pu) (H (v, u) + H (u, Ὁ) -Du 


u-i) 


+Í 2 8 y piv) 


—Y. D. δα 1 | 
[138 AiE (2.3.12), 
公式 (2.8.11) 与 (2.3.12) 可 以 导出 一 系列 重要 的 推论 . 
系 2.8.1 di o(w)c.Z, W p(u) JE z2^ 1 内 茶 一 个 B- 调 和 
函数 的 边界 值 的 充分 和 必要 条 件 是 
v. p. azh f eBo (1- (S -) pO. 
(2.3.14) 


iu! = 1 


- 28 "1—i 
,, 960BG, Wut( a) 20). 


435(2.8.11) & (2.3.12) 8 ΒΗ. 若 φίω) C >, m 
( 2B JeQ toza | pu) B(v, uju 


a-- Ë μα! 1) 


-1 M 
x κ... |... p DR Qo, τέλη 


ΑΡ ez/ <1 内 的 二 个 B-A ER EE PJ 14 ΣΕ, A TRE R 
2.3.1 nfi 
x 2.8.2 di o()€-7, 


L2 Bv», x) | ar) Βία, ww 
o |. Bia] Pen Βία, 


-(1i- (8-Y yon. NMEIDOL OD 


αι Di Wi mi) s 


66 ΕΠΙ LEIADERELYG ER [5 — 8 


-(— PY ema]. PDBu, vu 


Ca 十 Ρα | 
τί UE ) G-( ESO ) Je,  @.3.18) 


ozta | o BO tu] o pA, w) 
μα Τσι] 如 证" 一 于 


(αι) Jo [POR δώ 


(2.3.18) 


这 里 yi abn Ya = oa Bs, τν y BE E 3 81 (2.2.8) Hr πὲ SL B 
Oauchy 主 值 进行 

同时 , ΤΗ (2.3.11) 72 (2.8.12) 25 235 1383] 

35 4.8.8 # ou) C Z, w 


exhi ο μα φίω)Βίω, ωγὰ 
- 28 所 一 上 H a 
-(i ( DEN Jos. MENCOLC uja, 
(2.3.17) 
zi 5E E, H(2.3.8), (2.3.12), (2.8.12) 9 
Gin mE h (v, u) V NEM P (w) B (u, w) x 


L |... Ceo CER) eo), os 
= ola fa $ (uw) (v, uju 


n—1l - 
uu -561..) carl | p (u) h (ο, Wu) t: 
Hii" = 1 (Ya) 


αι B 
ΠΝ ( "TT? y za- facis φίω)λ(υ, wu 
- ü B xg ) Jos - uyu, 


S 9.8.4 ZioQ0 C Z, B 


$ 2.3] B- bik, 3 型 积分 与 h- 型 积分 67 
- ozi f of o) (o, uji 
μυ -1 uut -loy) 
_ _ 28 ) -1 | . : 
(1 ( "ES. Jesi. ο, (2.3.18) 


azta f ὁ] PODAC, ὠύ-ο, — Q.3.19) 
επ p, (2.3.18 3L Z Ze d o T 
L... Com- CERT Ῥω)! 


day- x- B 


π--1 N 
) Onn ME P (ο 


i -Φ 0) —( IL 


=o, | φίο)Β(0, va 


ΝΗ 26 ) —1 | M 
at8 Con—1 -- φίυ)υ 


ο 2p nt —1 . 
-(1 ( a+ ) Jos: |... (0), 
辣 理 可 得 (2.3.19). 
1r ze M 23 p E P, 一 般 来 说 , 以 下 的 Dirichlet 问题 


"LER L 1—1 93 m p 


Qzy Ότι ” (2.8.30) 
70900 


ulz, `°", za) d 
ERSE Begman[1]), 但 从 系 2.3.1, 34/119 3] 
z 2.8.Db Ἡῳίως Z ΠΗ} (2.3.20) β κ X. BJ Diriehlei 


间 题 有 人 解 的 充分 与 必要 条 性 为 | 
τν faim OBC, WY (1-( E ) )eQ). 


若 这 条 件 满足 , (9.20) 有 唯一 解 , 并 且 它 的 解 就 是 
ul) ως}; PDBG, uù, 


4H 


特别 值得 注意 的 是 a 一 8 的 情形 ,也 就 是 Cauchy 主 值 是 控 照 


了 Rs 
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(2.2. 攻 米 定 义 的 。 这 时 候 , (2.3.11) 成 为 

b(s)-v. p. oots| pW) Bo, αγά -φ(ο), (2.3.21) 
(2.3.14) p J 


v. p. | o (u) B(v, wu) —0, (2.3.22) 
(2.3.15) By 
o | BG, Duf o Cw) BG, wyi 
tesa]. eG)B(. 2-0, (2.3.28) 
(2.3.10) πὰ Ἢ 


oh. | BG, wu] phlu, υ)ὦ--θ, 
(2.3.17) p Jy 
cz. | βίο, Du| ew) Βία, w)u-0, (2.8.24) 
[2.3.18} 成 为 
"d [ ὖ E o (u) B (o, u)yu—0, 
而 (2.38.20) 有 解 的 充 要 条 忻 也 成 为 


|... 062 BG, u)u=0, 


$2.4 含有 h- 核 的 复合 奇 性 积分 公式 


在 上 一 节 中 , 我 们 已 经 得 到 了 一 系列 售 有 了 吾 - 核 与 h- 核 的 复 
PERDANA, EJ, 我 们 还 有 
ἘΞ 2.4.1 i90 € Z, uu =1, N 


7d hiy, uyu a) h (u, wdw 
(Uon—1 | us ί J ) waley φί ) ( ~ ? 


š 2.4] UH h-REREADOCHPBRERUS ZUM 的 
--(-25eg. |. φίω)Βίυ, we 
"ut = igy} 


— 2a og | ρ(ι) B(v, wa 
nu' clon) 


«δαωσδα |, 9G0u— 22(1— 22-20) 9Q). 


uH" = 


(2,4,1) 
这 里 积分 都 是 按照 人 2.2.3) 所 定义 的 Cauchy 主 值 意义 下 进行 的 ， 
而 
£X4 — 2a 
Τι df. Ta Ba » 
1 28, δ; d 28, 9—4 
ars) i b (LE) . 
证 HT 
_— 2 -Βω, u) |-ἠδίυ, wu) + 1, (2.4.2) 
(1l -— vu)" 
根据 定理 2.2.3 及 上 节 的 结果 ,有 
Gà MM (1—vu') "^u ME (1— uw) p(w) 
-ü-a-Bogh | n σὼα- νὰ 
t-ajapQ). (2.4.8) 


(2.4.8) ή 25 11, HH (2.4.2) 为 


02 | 8 ( B(v, wu) -- ah (v, u) plju 
ug 1 γω] 


(B (u, ο) tihle, οὐ) 1) p Qu) wo, 


° | 
wH= ταν. 


H (2.8.15), 


(025.1 | I Bv, 2«| . g (ae) B (u; Mw) . 
uu η wtrczlüy) 


= oia | φίω)Β(υ, u)u--2a(1-—25) 9(v) 


μμ’ —10yg) 


上 


TO . ΒΚ LBSGTTIEBLS OR USE 


*ü-3)ex.| — eB, αγά, 
Hi (2.3.17), 


wgn- j À ; | 
z 1 η ly.) (v, u)u "T Βία, εὐ) qoot) 10 
M (1 — 28) 61 | 
H (2.3.18), 
OE. | :| . 
e mu — lupa) ^ wb clon? Bu, w) p (20) au 


= (1—3a)oal, | p (uyu, 
| Pl e t 
H (2.3.16). (2,9.19), 


— - = 
ως Ὁ J... Be λα] xa h(u, ο) pu) 


μμ) = 


pu) Av, ελα, 


til 


-ü-2Bezh | pha ογὰ 
uu — 1 (γε 


—" ` + 
e |. fs P ὠ)φωλὼ-ο 
以 及 


ox. |... B, HIA GS, u) FD MENTO 


=1 y) 


_2 
= An] | 


-20-5 ( paa, 


μ}ηῃ-1 wE =l 


PLA (2.4.3) REN 


$|-34ema [02,902 BG, wa +2a a —20)eGD 


H (v, wu MEC (a0) 40 


πε (ya) 


+G —25)a2 | pB, oú 


ii ly 


*iQ-24)a| PODA, ὠὰ. 


uk m lir) 


δα ehh ri] 2h ΜΗ καπως LONE slik LIRE Ed NR RR ERRARE ARES σι - -- JA ολ o TRE c i, I o ΚΡ Ρε bbh μα ο... 


82.41. SUN ΒΚ S SERIA ti 
*id-359ex|. φίωλλίω, nus 
uE = liya) 
TXO—b.uzn | , ,902u | 


μα μα ος 
而 (2.4.3) 的 右边 为 
$G-«-Bex[ PQ) (BG, u) 4A, u) «θὰ 


πι =L} 
T üü-e)p(v), 
最 后 得 到 
o3? ， | A (o, uji | A (u, to) p(w) 
ud'-—d460ya) icu —] 04) 


g'= 


-—(-2x)egh. joo, 9 Blv, θὰ 


ao. | ,POD Β(ο, uyu 


uu = Iia] 
420032 | .. p) 2a(1—2a--20)g(). 
这 是 因为 : 25 z 趋 于 边界 上 一 点 4 时 ， 
imaz |  eG)AG, u-v. ρολ, uyw 


ο ο 
nH =} iya) 


从 定理 2.4.1 K 3 2.3.1, 可 以 得 到 
$ 2.4.1 XU (229 <i 内 的 BB 调和 函数 , 且 有 边界 值 
U(u), B UGC 7, Wl l εν 


ως [. βίο, αγά Ι΄ I EA w) U (0) ὦ 
μα ipy? τς κ 


== Dni | _ U (u)u-—-2a(1 —2a4-253U (v), 
utl 
| | (2.4.4) 


ἐκ c DEP ΜΝ εδ. Ges c iS: πὲ pL m nn ου. r.y aom n a rar = nas ael sk shka RUP o DR EL HEr CHin AGED. αμ piki OM . : 
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这 可 以 看 成 Hilbert 公式 的 推广 . 

特别 重要 的 情形 是 a— B 的 时 候 , 如 果 在 定理 2.4.1 B, EUH 
的 Cauchy 3: [E AE E dE HH (2.2.1) e E X, Βλ Β 2.4.1 É Ἀ 
2.4.1 Bg 

238 2.4.0 d (u) € 7, 


ox. hU φίωλλίει, wyi 
= — plo) — Bl | pu) Bi», uyu 


taza | ecu. (2.4.8) 


*2.4.2(Hilbert 公式 ) = U (z) Sg ez'— a pg BJ B-y8 fU Eš 
数 ,具有 边界 值 U G, E. U (Qu) € Z nul 


oa | AG ouf U Cu) Qu, ωγῷ 


= -U (v) torli] | UG. (2.4.6) 
当中 一 工时 ,上 式 即 为 著名 的 Hilbert 会 式 、 
ball " n=1 Bf, BG, v) 就 是 Hilbert βελίτ, 0) = 


ctg ——. A, h(, 6) 有 如 下 的 重要 性 质 : 设 gp( 扑 是 在 |z| =1 


EA pets OHIO nf" e (0), 0) dà 0 25 
A43 κ P JE o (0) 一 常数 . IB M n1m, mec, 
H Í _ σώθλίν, i0, 9 从 未必 是 常数 , 这 是 因为 任 到 由 人 
EZ, Περώ moz | MOR οὐ, Ν225{. νῷ 
«Λο, wu = 0 (H (2.8.24)), Pin δι Y(U) = trus + stia, dd 
ozta | Guia tau) 6 O, WALES plu) m C — ulia — ata, È 
ge uu -1 上 并 非常 数 , 然 而 | e GO G, Φὰ-0. 


$ 2.51 NY H, B, h 73 

不 过 从 系 2.4.2 可 得 

z 2.4.8 X90 cC Z, HAE πα’ «1 15. Β ΝΗ Tt e # du 
边 异 值 , 则 | φ(ὠλίο, w)u-0 的 充分 与 必要 条 件 是 p(w) — 
常数 

充分 性 是 虽然 的 ， 必 要 性 可 由 


0 一 好， |. h (ο, vu | o (a) B, (u, w) 
mi —1 τη --1 


= — p (v) H 0-1 NM pQuu 
立刻 得 到 ， 


$2.5 HFH, B, h 


在 $2.1 中 ,我 们 已 经 定义 了 线性 空间 2” AA MEER 
AF H ΒΙΑ. O 如 下 : 
- atp a — ` 
Hy -3( 28 ) οὐδε. | Poo @, In 
(σε, (2.0.1) 


Boa, | eG0B(s Wi (PEA), (2.5.2) 


ui 二 Tey 


hp = oia | POR, Wu (pc.75. (2.5.8) 


这 里 积分 都 是 Oauohy ERN T BELA, Ti Cauohy 主 值 按 
(2.3.3) 定 义 .特别 当 a 一 B 时 , Hl Cauchy 主 值 按 (2.2,1) 定义 ， 
则 定义 H. BAMF: 

Hp— 2t | φίὠ Πω, wu (pef), (254 


ut 


Βρ-ωζλι | σω)Βίν, wu PEP), 3.6.5) 


hq = 3-1 "n pu) h (o, uju GEZ). (2.5.6) 


τά ARELA “ΒΤ f 
535p, L T A.T O E X WT. 


Ag — oaa M padu (pc, 


Όφ-Ὁ QEZ”. 


最 然 , 它们 是 相应 的 线性 空间 也 “或 V 上 的 线性 算 子 . 
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(2.5.7) 


(2.5.8) 
(2.5.9) 


MAE u 一 1 上 满足 Lipsohitz 388F, WEE c 内 某 一 
8B- 调 和 函数 的 边界 值 的 实 值 函 数 的 全 体 ， 显 然 构成 实数 域 上 的 一 


个 线性 空间 , 并 且 是 - 的 一 个 子 空 间 , 记 之 为 2. 


利用 线性 算 子 的 符号 , 38 S 2.2, 82.3 018 2.4 HR ARR, F 


RW F: 


HHn t (~ab) Hatt 0-0 (##* kE), 


这 里 


ασ. σος 


特别 当 a--6 1 μή, WA 
H Hy = H aH = I (在 AX * E); 


ix Hi 
κ. 2(1+ y) _ L, 
[21 +L y) - 2-1] 
而 上 式 当 | | 
Υ 5211 
时 是 有 意义 的 ，. 


a= B B, α--ὃ-- 3, Hf 
H*—-I (4. F). 
对 于 算 子 fi 


(2.6.10) 
(2.5.11) 
(2.5.12) 


(2.5.18) 


(2.5.14) 


(2.86.19) 


$2.5] | HTH, Β, ἢ 15 
B4,B,- (1-22) B, 2bB, --2b(1—-2a2)! (dg. E), 


(2.5.16) 
这 里 a, b H (2.5.11) Bri κ, 特别 有 
OB--B (GEM). (2.5.17) 
对 于 算 子 六 有 
h h. m — (1— 2a) B. — 2a B, + 24A — 2a (1— 9204-20) I 
(在 上). (2.5.18) 
特别 有 
= 一 了 ~B+4 (Ly. (2.5.19) 
显然 | 
A=A (YE, (2.5.20) 
E-Z 上 有 
h. B, = ËB. hy = (1—2a)h4, (2.5.21) 
AB, — B,,A— (1—2a) A, (2.5.22) 
^— AR,—-h.A-O, — (2.5.28) 
特别 有 
AB= BA-—0, (2.5.24) 
Ah=kA=0, (2.5.25) 
Bh=hB=0, (2.5.26) 
设 o € Z, WJ 
B.e= (1—-2a)1 €» pE A, (2.D.2T) 
特别 有 
| . Bp- 0e» e € Z, (2.5.28) 
ioc, B | 
hp — 0€» p — X. (2.5.29) 


在 以 下 几 节 中 , 我 们 将 利用 这 些 公式 , RAER EREE, A 
系数 的 奇异 积分 方程 和 方程 组 . 
在 823.4 中 已 经 指出 , 5 z 趋 于 边界 上 一 把 4 Hj, 


nr ick HE pe La Ei ri ' TT 


fa 复 超 球面 芋 的 奇异 积分 方程 [5 —R 


mega. eA, uu 


μτέ 


= v, D. e (u) ^», uu 


uu -λίγ, 
= v, p. | gu) h (o, wu, 
it Ay) 
同样 


most, |. φίω) BG, we 


x- Y. D. oi, | gp (u) Bv, u)u--2(1—6)o(v) 


μμ αν 


=v. p. oss | 


ui = Liya) 


φίεῷ Β(ω, v)u--2(1—5)9(), 
limosa | φίω)Η(α, uyw 
gU "tu! —1 

=v. p. orh | ,PO H (o, u)u+ap(0) 


= V. D, τα | 


uu" (ya) 


plu) H (v, u)u--bp(v), 


特别 取 as — Bs, Π va- 1, 于 是 有 


A =b, (2.5.80) 
B, B— (1—2a)1, (2.5.81) 
H =H+ 1-0—22)I, (2.5.82) 


MOTERA ΕΡΕ hu, Bo IL, 的 奇异 积分 方程 , 均 可 归 
化 为 带 有 奇异 积分 算 子 h, B, H 的 奇异 积分 方程 . JE H # TB 
HX, B, H , 的 复合 奇人 性 积分 公式 , 均 可 由 中 B, H By RR 
HERH AA, AA 2.5.80), (2.5.81), (2.5.32). Prt E 
下 主要 讨论 有 加 B, H 校 的 奇异 积分 方程 及 方程 组 ， 


8 2.6] 有 Cauchy ΠΒ ΠῚ ΣΕ B2r75 16 Ti 


$2.6 有 Cauchy 核 的 奇异 积分 方程 
KERESE 
$9 +i H ot Koa = f, (2.6.1) 
其 中 αν 下 为 复数 ,已 给 JEY, Ko-oza| PDK wuu, 


Ek E (o, wu) OX] v, u Er Lipsehitz 2& fr ΗΒ {Η PS 3. 
H (2.5.92), 1 $86 (2.6 .D) RE 


| δι + 5 (—26)1, | prühilptEgp-f, 


这 里 c= ( PE ) . 
id 
sEL-2045-5, ti =, (2.6.2) 
则 上 式 成 为 
sp EH pr A pf. (2.6.3) 
现在 来 解 方程 人 2.6.8)， 先 考虑 其 特征 方程 
sp--iHgp-f, (2.6.4) 
Jt Ut 5 —25 490. 
W E T 
M —sI -- (2.6.5) 


fT (2.6.4) 5589898, Νε (2.6.15), 得 到 
($—8)p—sf Hf, 
即 
p= [s/ ($8? — £5 1f — [£/ (2 21} (2.6.6) 
是 方程 (2.6. 和 在 2" 内 的 唯一 解 . 
对 于 方程 (2.6.3) ,我们 可 以 应 用 如 (2.6， DE X NC M, 
把 它 归结 为 一 个 与 之 等 价 的 Fredholm 方程 
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事实 上 , 以 M HJF (2.6.3), ΜΒ (2.5.16), 18 
(5) ὑφ! εΚῳ-1ΠΚῳ--ο[--1ΗΣ, . (2.6.17) 
由 于 
ἨΚφ-ωρὲι -νῶ)ὰ | 本 (他 


— lim oza | 
— Ü 


E 


(1— vu) "d f pW) K (u, ο) ὦ 
uj'—1 ww] 
I]-ru|k 


- lim oz. | B ρ(ω)ὼ | 
& — iY wii c] 


应 用 Lebesgue 定理 ,上 式 即 为 


(1— vu) ^K Gu, w)u, 


ld — va i >g 


exa ρω ᾱ-σω Κω, wv. 


Tr E: 


HEM 1.5.9. exta | (1—wu^) ^K (u, w)u- K4(v, ω) XF, 
r=] 


w Ge dd BL Lipsehitz 条 御 ， 所 以 (2.6.1) 4E — 4 Fredholm 7j $8, 
可 守之 为 
s p t Ap F, (2.6.8) 
其 中 310—240, P= My, K,=sKFÉ HE, 
方程 (2.6.8) 与 (2.6.3) E Ak gra, Xx Ἡ ΠΕΊΕΒΗ, DJE 
(2.6.8) H (BB (3.6. 的 解 ), GWEIR (2.6.2), HF 
M* =s +tH 
FATF (2.6 DAN WO J (2.5.15) , ΠΒ [11 (2.6.3). 
综 上 所 证 , 便 得 
定理 2.6.1 设 在 方程 (2.6,3) 中 , s, # 为 复数 , UE 8 一 上 去 
ο, 已 给 fF€ X, BT K Img K (v, wii iE Lipschitz 条 fF, 
HI 
G) FE (2.6.9) RRETA (2.6.4) de Z" 将 有 唯一 解 ， 如 
(2.6.0) 所 示 ; 
(H) EZTA, FAM ο Jy i 2.0.8) 与 Fredholm 方程 
(2.6.8) 45 ffr. 


$ 3.7] A Ῥ-Εε]Γ {ΗΠ ατα ΠΕ 79 
1 Z 3135 Dr BJ E BE AE 
ER 2.5.2 设 在 方程 42.6, 了 1 中 ,su 到 为 复数 ,满足 
s+ (1-25) eia v [ e” — 6 --Σ) 5x0, 
已 给 fec. EE K WE K (0, u) WS E Lipschitz 4% fF, Ut 
(i) Jy (2.6.1) ILE IEZE RE sip Hp —f E Z * AAE — 
y: 


ο οι 


—— s. 
ai- (1— 2e) 6565 -( οἲ--ο- χα 


—LÀ 


$1 


«0-8 Hf 
于 十 (1 —20) ost ( &—e— 3) $i 


Gi) χε Z" 内 , 奇异 积分 方程 (2.6.1) 5 Fredholm 方程 
(2.6.5 Fi. 

当然 定理 2.6.2 taj AJ (2.5.10), (2.5.12) $ E EHE ΒΗ 
=. 


$2.7 有 B- 核 和 h- 核 的 奇异 积分 方程 


本 节 讨 论 方程 
Lozpupi-giB,god reps Ap f, (2.7.1) 
HH, σι, τι, δι ALA BAR f € SK dp ARH. 80.5.30) 
ER (2.5.31), Jj f 2.7.1) SEDET 
npcrgBpd-rhgd-5Ap—f, (2.7.2) 
这 里 
p= p- (1—2a)g4, Q— σι, V — T1, 8= 8⁄1, (2.7.8) 
JB p—9—-2:i—2(1—991*0, (pi (122) 91)? + i0, 


80 息 超 球面 上 的 奇异 积分 方程 [E 
(i) Γεν 0 RF, E eT 


M-A τρ στ) P 
"ρολ πριν 7-9 
AAT L- i - gB-- rb--sA 
的 道 算 子 , EI ML-—LHM -1, 
因而 方程 (2.7 .2) 在 这 时 有 唯一 解 
p= Mf. 


B.T.D HELIX (740 ΤΑΞΙ ΜΕ (2.7. D ΗΛ 
>= | gi—2(2—8a)m9;-- (8—4a) (1—2a) gi —11(1—2a) τ 
[pi —2(1—ayqI J| (pi — (1—2a)91) + T7] 
_ ri tpg — (1—20)gi B 
[δι 200 —a)gi] Lpr (1—22)g)* ri]. ^ 


ΜΝ Τη FA 
一 一 一 一 一 一 一 
(ρι-(1-2α)φι)᾽ητι ” 


1— Pit (1 — 20) qui 
u GE) eno de 2a) 91)? 4- τῇ] AJ . 
(2.7.8) 
Gi) 24 p+:=0 B, 
(D μοβ p= 0, 方程 为 
p—A)p+tgBptrho=f, (2.7.6) 
e 
(1-4Α)ϕφ-ψ, (2.7.9) 
ΠΗ efr [ἐν ΠΝ Res E 


mbt g BJ + riib- f. 
H (4) aie, LENEA WE — WE 


f P 7 y" + pq 
i= (as! (p—q)Cp r7) B 


-ip hd c Επ A). (2.7.8) 


$ 2.71 有 B-Bom RNAAR HE 81 
和 将 2.7.8) 代 入 (2.7.7), 易 知 当 和 且 仅 当 Af —0 时 , 方程 (3.7.8) 有 


解 , 并 县 解 为 
_ (P _ TP] a 
d CIT 一 (p—4q)(p*-r r7?) 
J 
-sh to 4) f+es, (2.7.9) 
其 中 ος 为 尾 一 实数 ， 


于 是 方程 (2.7.1) 有 解 


p- [E 3a) pig I + (8— 4a) A —2a}qi—rill— 2a} fi 
[m2 (1—a)g] L Cp, — (1.—22) 4)? + 7*] 


Tid $1g,— (1—2a)qgi 
[ni — 2(1—a)gilL(m— (1 —24)g,) FAT” 


- T4 
Unc d-34)gq) Έτ ^» 


ri 
+ [2:— (1—2a)g1] [Dm (1722) 4)? m1] 4jf ta. 
(2.7.10) 
D πμ n-0,7r$gG.T.2) ΑΙ 
qBop-rhp—f (gr= 0. (2.7.11) 
JAT 8 ERZ 1 Beti) =0, Bim 
pe —— (f +U) UEF), (2.7.12) 
43: (2.7.12) 48 X (2.7 1}, Mí U uh N EN Ἐὲ 
AU -W, (2.7.18) 
Hp W=- ff-- 4. -Bf-hf€3, 
RAT ;作用 于 (2.7.18), 得 
U — AU = — AW. (2.7.14) 


id AU =i, 以 也 = —AW 141. (2.7.18), HA (2.5.19) Β 
(2.5.28) n 50, 24 B X 4 AW = 0 时 ,方程 (2.7.18) 在 2 A Ἡ RE, 


' .. --Am Ες η qapa ia rA Αρη μη αιμα ης HERR d mr E ond ian i Fm pik aei 873 -- de e "- cs I μμ click beds ἰ...ι iind P nan, | - 


82 Ξ ERERIEI ΕΒ ΘΙ ΣΡΙ f [第 二 章 
并 且 它 的 解 是 
U 一 — AW 十 ca， 


其 中 心 为 任 一 实数 . 由 此 可 知 , 当 且 仅 当 A4f 一 0 时 ,方程 (2.7 .11) 
在 ΗΒ, BEA 


lice -(ipg-i,.1 
p (AW +e) (5 8 =h 74). 


(2.7.15) 
其 中 el 为 任 一 实数 . 
于 是 方程 避 .7.1) 的 解 为 
1 1 1,. 
p= (= B, A T A+ (1 --θα)1)/ -ά. (2.7.16) 
于 是 我 们 得 到 
ἘΠΕ 9.1.1 设 在 方程 (2.7.2) 中 ,p,9, τ, s 为 实数 ， 且 2 一 
qx 0, p+r’ x0, 已 给 f£ € Z, 353: 
G) 34 p+:#0 μη, (2.7.2) c Po E — HG, RE 29 e — MF, 
M Hm (2.7.4) BrxgE Ἂς 
(ü) 3$ p4-8—O Bj, M4 EL [O4 4-0, (2.7.2 dc Z ῃἢ 
ἈΠΕ, 并 且 如 果 0*0, 则 有 和 解 如 (2.7 .外 所 示 , WME p--0, 刚 解 如 
(2.7 15) 所 示 . 
与 之 等 价 的 定理 为 
I 2.4.29. BREH A QT.) P, χι, quura δι XR, H 
q$1—2(1—a)g170, (— (1-223) 9)? το, BASEY, WE 
= 
(D 2:—(1—2a)g, ta E0 RJ, (2.7 ode 2 AAEE, {8 
为 (2.7 .65) 所 示 : 
(3) 和 一 人 一 20) 3-5 = 0 Ff, MHR AF —0 时,(2.7.1) 
在 和 AAR, FEWR ρι (1 -2α)σι, Wir E (2.7.10) Bran. 
如 果 p, (1— 225g, B| fiim (2.7 .16) Bron. 


$2.8] — f PINE " 


$2.8 一 些 例外 情形 


在 $2.6，$2.7 的 讨论 中 ,都 有 一 些 例外 的 情形 ,如 对 方程 
(2,6.3), 34 8$? —1? — Ü μή. El J£ 7; E (2.1.2) rH p= g sk p tr — 0 
的 情形 . 

在 方程 仙 .6.1) 及 2.7.1} 也 都 有 相应 的 例外 情况 ， 不 过 是 与 
(2.6.8) 及 (2.7.2) 的 情 外 情况 相对 应 的 ， 获 内 讨论 (2.6.3) 及 
(2.7.2) 的 例外 情况 ， 读 者 不 难 将 这 些 讨 论 变 为 对 (2.6. 了 1) 肥 


(2.7 .1) 的 讨论 ， 
zx ΒΕΠ ΕΠ 5 F 2l EE. 
p+ Hp = f, (2.8.1) 
H ες 已 给 ,在 PORTE p 
Ap —f, (2.8.2) 
Bp-f, (2.8.3) 
Bg-sÁp—f (540), (2.8.4) 
ho - f, (2.8.5) 
hectsÁp—f (550), (2.8.6) 
9T Bg rho Ap= f, (2.8.1) 
p+Bp+rhptsáp=f (s= —1. (2.8.8) 


1E (2.8.2) ~ (2.8.85) VET, pii f € Z, # 2 PORTE p. 
$E (2.5.1) 
11778 (2.8.1) 2k Z* 内 有 解 , ΜΉΤ DF H 作用 之 ， 知 必 
^ - 
(I+ H)f —-0, (2,8.9) 
faim Q.8.9) Hj, 118 C 7, 则 


p=} fe He 


sao ο ls ar τι ud wil rini: Mhp: r i ,ot τν αι. 1 h - =: Voam Sn =" k rir par ea 
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75 (2.8.1) BUR, 
$1 (2.8.2) 
加 时 方程 (2.8.2) 有 解 , 必须 fc 为 常数 ; 当 了 =c 时 , ER 
PEZ, ΝΙ 
p=c+ Atp t Bb 
^ A (2.8.2) RRA. 
81 (2.8.8) 
3 R7; Te (2.8. DAM 必须 
Af—0, f-- Bf —0, (2.8.10) 
up f giE(.8.10 mj, ER vc 20, s € , Wi 
多 一 —ftathp 
必 为 (2.8.3) 的 解 ， 
解 (2.8.4) 
1128.2; $2 (2.8. 4) ERIS, 必须 
hf =0, (2.8.11) 


A f We (2.8.11 mf, ΗΝ PC < , WI 
p 一 一 J+ Trs, Bf t hp 


D 23 (2.8.4) HE, 

(2.8.5) 

19R.; 2 (2.8 .D) H RR, 必须 

Af=0, Bf—0, (2.8,12) 
M fd (2.8.12) 85, [EXC p 6, πι 
p= —hf-- Bb 

WA (2.8.5) HU. 

$i (2.8.6) 


Ap $8 (2.8.0) 4: 8, 必须 FE 2, ἡ f € IN, ERIE, 
ju 


g 2.5 有 卫 - 柜 和 th- 楼 的 奇异 积分 方程 [ 续 ) 85 
p- Δ} 1-5 Af+ Bip 


p^ (2.8.6) RE. 

f (2.8.7) 

An Jr f£ (2.8. DAR, GASER, 94 FC δν, ARYE 5, 
yn 


p= E. f— τ» ^f iiy Af Bih 

Jy (2.8.7) BU. 

$8 (2.8.8) 

d 8 71 (2.8.8) 有 解 ,必须 .FE 28, SFER, ER JC 2, 
Ην 

1 T r*—5 

eu TT Nt rrry (t 
ΛΑ (2.8.8) 的 解 . 

EI, 上述 诸 方程 如 果 有 解 , 解 都 不 是 唯一 的 .在 以 后 几 节 所 
讨论 的 方程 和 方程 组 中 , 也 要 出 现 一 些 例 外 情形 ,将 不 骨 装 述 ， 


$2.9 有 B- 核 和 R- 核 的 奇异 积分 方程 ( 续 ) 


本 节 讨 论 比 全.6.1) 、(2.7 .1 更 为 一 般 的 方程 。 首先 讨论 方 
TR 
pV DAS + KV = W, (2.9.1) 


opp, r kak. B Wed, KV =u | V GD) (0s, 


ἘΣ K (v, DEA v, u WIE Lipsehitz FRISARA. 我 们 有 
定理 2%.9.1 WEE Z PRA, 则 方程 (2.9. 了 ) 可 以 化 成 与 
之 等 价 的 Fredholm 方程 . 
iE ETAR, K.S. D SEO 


drda hipj rba ΕΜ τ. , Lr phi Γὰῷ-αἰα Ti 
— MI Mite μπει κα. dubiis A. Et c HR RR RR αμ... par 
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pV Αγ EV = W. (2.9 9) 
B E Pe f G.9.2) ΕΠΗ, 
以 算 子 M =pl —rh 
作用 于 (2.9.2), ΤΗ (2.5.19), 得 到 
p,V +K V —W;, (2.9.3) 
其 中 $&—p tr, Wi-(pl—rh)Wc:, 
K V = —r?AV .pIl—TrAYKV 


~oza | .. 7 “λΚιία, uju, 


κ 82.6'B EARR, 5 OK. G, w) Fo v ra UE 
Lipschitz 4% #F, Pri (2.9.5) E. Fredholm 方程 . 
方程 (3.9.8) 与 (2.9.1) 的 等 价 性 是 显然 的 ,因为 以 算 子 
M* = ο] iri 
作用 于 (2.9.8), 3 (2.9.1). 
再 考虑 方程 
pip dB o E Tp E K p= f, (2.9.4) 


其 中 pi, gs, τι 为 实数 ,已 给 7E Z, Ko-oxu[ φίω K G, 


uyu, B K(v, u) υ, u WIE Lipschitz pF, m4 (2.7.1) 是 
(2.9.4) μὴ -- ΠΚ ERTIOE. 
为 了 讨论 方便 ,不 妨 将 (3.9.4) 改 写 为 
T9 Tr Q1 p T3544 3-85 Ag K p= f, (2.9.5) 


其 中 Kosa | PGD Κιίο, t, KiQo, ΘᾺ ο, u W M B 


Lipschitz 条 件 . 
Anjg] 8 2.7 中 那样 , (2.9.4), (2.9.5) FiF 


x pp--gqBo--rhgd- K p= f (2.9.6) 
pp-- g Bg jrho-- s Ap + Kp— f, (2.9.7) 


这 里 p, q, v, sH (2. T.3) πὲ X. 


$ 2.10] 有 Caneby Εμ ΗΒ JJ EH aT 


定理 3.8.2 MREHER.9ST) P, p- #0, p+s= 0, p+ 


E0, 并 且 在 多 内 求解 p, 则 方程 (2.9.7) 可 以 化 成 与 之 等 价 的 
Fredholm 方程 . 


证 2.7.4) Br EET M 作用 于 地 .9 站 ,得 到 方程 
p+ Kap — g, (2.9.8) 
其 中 g= Mf, Kup MK p= us | φ) K, Qu u)u, 易 知 
K (v, uy o, u EE Lipschitz 和 条件， Br DD (2.9.8) 是 Fred- 
holm 方程 ， 用 算 子 
L=əI+qgB+rh+sA 

fE RI (2.9.8), ὙΊΒΩ.8.Τ), BE EL (2.9.8) 55 (2.9. 7) SED, 

BEM 2.9.2 等 性 的 是 

定理 2.9.8 如 果 在 方程 (3.9.5) 中 ， 

p.2(1—a)q,  pi— (12a) g++s 0, 
(p, — (1—2a)q1)* -- ri £D, 

并 在 5 ARR p, UL 712 (2.9 .6) u [bl ky 5 Z 3 r By Fredholm 
AJ. 


$2.10 有 Cauchy fX BJ ΕΕ EH 
考虑 方程 组 
Ppt HAQu Ko f, (2.10.1) 
其 中 P, Q, m 阶 复数 方 阵 , 已 给 


(7) E "(ΒΒ T € Z^, ἐ-1, 2, =, m), 


K = (μις ον, K uf) = win | P GOK a (%, uu, 
fg d Kylo, υ) EM v, 4 满足 Lipschitz 条 件 . 


οπου νο τομ ο ποσο ER ν.μ i D dF n ru "DERT sap pe -Ε ^ apu pri ΑΙ n i REIR _ 
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由 (2.5.82), 方程 人 2.10.1) 等 价 于 
| P+ $Q- 29 Q. |p+ HQ Kof, 
这 里 6 H $2.6 中 所 定义 。 记 
P, 3 —-20Q =P, QQ, 
RI (2.10.1) RNF 


Po HQg-t K p= f. (2.10.2) 
我 们 有 
定理 2.10.1 in EJE (2.10.25, P, Q W E 
P Q 
de^ p)*® 
(i 
并 且 在 也” 内 求解 号 : ) 则 方程 组 (2.10 .2 可 以 化 为 与 之 等 
Pm 
价 的 Fredholm 方程 给, 
_ . ῬΩ͂Ν- κ RS 
证 d Q P) -(s ϱ). 
RAT M= RI+SH 
IERI T (2.10.2), 得 到 
p-Liu-—F, (2.10.8) 


其 中 FP = M f C€ Z", K p=MEp, K = CR APO LE ram. δὴ A 


Ep ozal φιω) Eg, Du 


hog K(P(v, 协 对 ο, u EUR Lipsehitz 2& #F, Br b) (2.10.8) JE 
Fredholm 方程 组 ， 用 算 子 PI--QH ΛΕΒ F (2.10.3), xr 
(2.10.25, Br EJ (2.10.23) 53 (2.10.2) 8E fff. 

与 定理 2.10. 工 等 价 的 是 

定理 %.10.2 in 4L IEJ ER (2.10.1) ην, Pu ον ΥΜΕ 


=- í = παντα Pp eur cnc: r HS r r = da om c0 "μα ιν - pU L1 rr RENE "x, ill cl ya τί Ἱ-., παπα — ' 


πα 
Tn 
T 


m tt! 


$ 2.11] 有 BERE ΕΡΕ 75 esl 89 


P4 — 20)Q., Q. 
dot 1 = Ü, 
Gh, PFidtud-20i 


HHE -£" 内 求解 (s ) nj 7; 88 (2.10.1) np (E853 2 5$ Or 9 
Pn 


Fredholm 方程 给. 


$2.11 有 B- 惊 与 h- 核 的 奇异 积分 方 竹 组 


考虑 方程 组 
Lg Pip B p+ hapt AS519— f, (2,11.1) 


fi 
其 中 OP, οι, oH, δι Eam. Df = | j jez.s 


-- 内 求解 o. 
gi (2.5.80) R (2.5.8, Jp (2. HD Alp 
Pot BQo- hRg2- AS — f, (2.11.2) 
这 里 
P—-P.—(ü-2309)Q,, Q-Q, Β--Βι, S-8, 
BE det(P —Q) +0 det( P 
i -R P 


(i) W det(P a = Ü, δν 


(m νοκ ο)» 


Q = (R,R— PQ) (P —Q) t, 
Ss ~ (PsS+ R R) (P + S) 7, 


(2.11.8) 


则 算 子 
M = P.I +Q,B + Ry +S, A (2.11.4) 
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ERT L=PI+QH+ Rh-+ Š A 
Byz, BH ML=1, 
因 之 , 7; $8 (2.11.20 c xc SEE ME — Et 
e= Mf. (2.11.5) 


(1) 如 果 det(P--5) —0, 用 算 子 TERI T (2.11.2), 得 到 
B((QP—Q)o —f) 0, BD 
e—(P—Q) (FU) 2g V, (2.11.6) 


U, 
zt ke g= (P—-Q f, V—= (P —@) U €, 


m 


4H (2.11.6) X (2.11.2), Mi V DAW E. Jy gz zH 
PV ARV + ASV =F, (2.11.7) 

其 中 F= -Qg— BQg —h Eg — ASE A, 
令 M* = Pal + Rak, 
其 中 Pa, Ra W R (2.11.B). Β M" ER T 2.11.) 8 

V 4- (Ρῳ9-- R ah) AV = M" E, (2.11.8) 
其 中 

M'F— —[(P,Q— R,R8)JI + P.QR+ (P4E-- R Qh 
+ (Ρον + FRE) Ajg. 


记 ΑΡ ο)... b 
V — M*F — (P48-- RR) O" (2.11.9) 
JE A (2.11.7) , 得 到 
(P48 + RE) [(J + P,S + RSE)C" 
+ (P,Q + PQS) (P — Q) 771-0, 
ης, BE T H (2.11.8) 45 fet, 所 与 之 了 必须 使 得 线性 万 程 
组 


Tra dE r= wu = -ι =. EF- νι ο "rip --.... - 


§ 2.11] αἱ. 01 
(PS + HARD [CE + P.S + Ra) z 

+(P,Q + PS ( P= ϱ) 1-0 (2.11.10) 

Di 


LETE peas. πι, 1087; £R:H (2.11.10) 


fs 
解 , (ERG 7-28 fj e — C^, D] h (2.11.90 Br V 79 2.11. 0B 
f. Jm (2.11.6) E (2.11.2) RH, ZR ZH (2.11.2) ΠΕ ΠΕ -- 
性 , 可 如 下 得 知 ; 即 当 fe0 mj, M (2.11.8) Sr AL V. J — 28 18 3. WJ 
且 必 须 满足 方程 
( P4S + RaM (1 + P,S + RsBR) U =0. 
于 是 得 到 
T 2,111.1 cJ; RH (2.11.2) 8, WE, P, Q, R 满足 


P R 
det CP —Q) = 0, det( z p)*9. 


JK 

(D x4 det(P--S) 208i, (2.11.20) A Pte —fee, WH 
(2.11.5) 所 示 ; 

(1) 车 det( P+ S) 一 0, 划 当 且 仅 当 所 与 之 了 使 得 线性 方程 组 
(2.11.10) dj fg], (2.11.2) z Z 内 有 解 ,， 解 的 形式 为 %= (P — 
Q-A, oh V in(2.11.95 Bros, C" E (2.11.10) 的 任 一 组 解 . 

TR (2.11.1 4Η BRI, ἘΚΕΙ͂ Pi, Ωι, TR 满足 

det (P, —2(1--a)&Q) #0, 
P.—(1—2a R 
det "E m P, (1200, 
EJ & dei(P,— (1—22)Q44-5,) 4 0 2 — 0, 
最 后 , 考 虐 方程 组 
Po+B Qoth, Rap AS,pt- Kp—f, (2.11.10) 


)=0, 


Ja 
其 中 Pa Q, R., δι E A m βὶ ὃς 3 Jy ΕΕ, Ty jez, 


ΤΗ 
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K 一 ορ”... K spy ως). | - gU) K y (v, u) t, RE 个 


Hu 


Κμίν, ο Pr v, u µε Lipsehitz 4t, 
H (2.5.30) & (2.5.81), 5R (2.11.11) & r T 
Por BQo T hEp- Apt o= f, (2.11.12) 
xH Ρ-Ρι-Ω-2α)ῷι, Q—Q, R=R, δ-δι. 
我 们 有 
EH 2IL? 如 果 在 学 内 求解 方程 组 (2.11.12), W Ἢ P, 
Q, R, S 满足 


P 
de&(P —Q) +0, det(P -- 8) = 0, det( 5 ΝΣ 


时 , ΠΡΟ 12H (2.11.12) 4E ΓΗ Fredholm 方程 组 . 
证  RH(2.11.4) XL BEORISEA + M # Jj P (2.11.12), $8 3l 
Fredhoim 方程 组 
pA K'gp-—F, (2.11.13) 


其 中 "二 EK = (EK), Kona. eG» K, (6, um 


É Kv, 20599 v, u ri Ig Lipsohitz 条 件 (i, j—1, 2, e, m), 
由 于 
detf P4 —93) = det [Pa — (RR — P4Q) CP — Q) 1] 
=de (P-Q τς, 
det Pat Sa) = det [Fa — CP + RaR PHE] 
—det(P +&) = 0, 
P, R P R.` 
dei -R p)-9*( a p) +0, 
MEREM M 的 左 逆 算 子 M", 用 M* δε} T (2.11.18), 
$8:33] (2.11.12), Bp EL (2.411.183) Ej (2.11.12) 等 价 ， 
η 86 (2.11.11) ABCRE ETE BJ ZAR. FUE AE PF W D 


$ 3.111 有 ΕΚ ho ΒΕΠ gir; ER 93 
det (P. —2(1 —22Q4) 350, det( P, — (L-—28a)GQ, -- δι) +0, 


d P,—(1—2aM, Γι 
ot( 
--- H3, P; (1—2a)0A 


πὲ 2.111 如 果 在 Z 内 求解 方程 
Pot+ BQo-- AEp4A- K p= f, (2.11.14) 
其 中 P, Q, 五 为 m rx NOTE, 县 满足 | 


)=0, 


R 
det (P — Q) #0, det ( H 5), 


户 
而 f = (2 jez K = (K ico dm, 


T 


K nona οι(ω) K CU, uju, 
Κ(ν, u) VI v, u WE Lipsehitz 条 件 , 则 可 将 方程 组 (2.11.14) 
化 成 与 之 等 价 的 Fredholm 方程 . 
事实 上 , FLECRE(2.11 14) ΣΠ 
Po + BQp +h Eg + ASgp T K = f, 
这 里 K.eK—AS, d 区 满足 系 2.11.1 中 的 条 件 ， 则 K, dU 
E, 选取 总 Mrdet(P 4S) 40, 这 是 一 定 能 人 散 到 的 . 于 是 由 定理 
2.11.2, VAR h Pi e IE M. 
同样 , 对 于 方程 组 
P ie + B.,Q 0 ih, Rp Kp—f, (2.11.15) 
其 中 P, Qu Ri 为 m HERDE, LWE 
det (P,-—-2(1—0)Q1) = D, 
Pi- (1—22)G., Fi )z 
— $h, P, — (1 —2a)@, 
f, K 均 满足 系 2.11.1 中 的 条 性 , MAER (2.11 15)ul it k 5 


det ( 


πο nt up i i ha i ma iR I 1 - 
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等 价 的 Fredholm 方程 组 ， 

最 后 ， 还 要 指出 四 点 ; 

(QD 注意 到 五， 与 By 之 间 的 关系 ,我 们 可 以 将 会 有 
Canehy RHR RAIRE 18 ΜΠ τὲ HA BE AA A B-E A 
bh- BJ h RADARRA GT ES. 

(2) 4m. 及 X EVE S ΕΝΤΟΣ B) 3X ΓΗ 
线性 空间 , 59 Ἢ X 的 线性 子 空间 ,在 关 ” 及 六 上 引进 线性 算 子 
HQ, B, À, A, 1, K, EE š 2.5 rH BJ Fk #h Ἐπὶ, BEM 
$ 3.6—8 2.11 μπακ sa sh ββτη ELSE IU XX FE— REIS] Z5 PE == ΠΗ͂ _E 
的 结果 , JS u akpi p E 作 些 必要 的 要 求 与 说 明 . 

(3) 如 果 我 们 不 是 用 (2.2. 了 及 (2.2.3) 所 定义 的 Cauohy d: 
j], 而 用 31.8 中 所 定义 的 Cauchy 主 值 ， 那 末 上 述 这 一 套 奇 异 积 
分 方程 的 还 论 一 样 能 建立 起 来 ， 或 是 更 一 般 地 ， 将 (2.2.1) 及 
(23.2.8) 及 81.8 中 所 定义 的 Cauchy 主 值 放 在 同一 个 奇异 积分 方 
程 或 方程 组 内， 那 末 上 述 这 些 铺 果 都 可 以 得 到 相应 的 铺 果 .如果 
我 们 还 用 另外 的 办 法 定义 Cauohy 主 值 ， 那 来 这 些 理 论 也 可 按 这 
个 Cauchy 主 值 来 进行 。 Ἢ 

(4) JU 8 2.6—8 2.11 中 可 以 看 出 ,散会 有 H ,, B, κα ἢ. 的 积 
分 方程 及 积分 方程 组 时 , ἐξ ΗΟ ΞΕ  ”Ή Η, B K h 
的 积分 方程 及 积分 方程 组 来 讨论 . 当然 ,我 们 世 可 以 利用 $2.5 中 
一 些 有 关 H, ὃν, h, 的 复合 公式 ， 直 接 来 解 会 有 Hy B, δὲ h, 
的 积分 方程 及 积分 方程 组 ， 


$2.12 复 超 球面 上 变 系 数 的 奇异 积分 方程 


前 面 所 讨论 的 是 复 超 球 面 二 常 系数 的 奇异 积分 方程 ， 这 些 结 
单 , 均 可 推广 到 变 系 煞 的 奇异 积分 方程 上 去 ， 
和 揽 超 球面 上 含 Cauchy 核 的 变 系 数 的 奇异 积分 方程 的 形式 为 


| 


Š 2.12] 5 μπεί SE Suk bar 15 fst 95 


| Pko, u) H Go, a)u— f (0), 

(2.12.1) 
其 中 Hv, u) = (1—ow) ^* Jg Cauchy Ἐξ, eCo), FQ), kolv, u) 
WORT VT, (2.12.0 PRR Cauchy Et 


v. p. = lim| — 


ri --1 E) 


Spza(v)g(v) 4— 


Coga 3 


一 Ep 
I1—vu'l-u 


当然 ,我 们 可 以 讨论 更 一 般 的 Wanehy E, δ} ἀπ Π S 1.6- 
δ 1.8 rp Brig X. Cauchy 主 值 , BEX 152.88 2.11 Hii Br 3x 
行 的 那样 , ARE Cauohy 主 值 的 奇异 积分 方程 ,还 是 可 以 归 化 
到 如 同人 .12. 了 二 的 形式 . 同样 , 含有 B- b- BS AE 38 88 RU EO" 
积分 方程 的 形式 为 


α(ν)ῳί) + 


| PG), v) BG, uù 


{ους 1 
-- 1 | _ qi) ξαίυ, wAY, ολες fi), 
Cong 1 ν αμ 51 


(2.12.9) 


其 中 Βία, w) = H(v, u) - H (u, %)—1, 

À (0, u) = CH (v, τ) — H (v, D) 
34 B-Ei 5j h, alw), fO), Jav, 10 H ka (o, τὺ W ER + 2, 
(2.19.9) 中 的 积分 均 取 Cauohy dif, v. p- |. om]. 


ux UJ uw'-l 
η —vàd > e 


当然 我 们 可 以 讨论 更 一 般 的 Canohy 主 值 , 例如 我 们 可 以 讨论 
aop) +—— f a, PODEC, υ)Βίυ, D 


LO ga 1 


1 στο u)&(v, u)u— f (v), 


Cong 1 


如 同 前 面 所 指出 的 , xc mI ELEME (2.12.2) BEES, 所 以 在 这 一 章 
的 以 后 部 分 , 我 们 所 讨论 的 Cauchy 主 值 都 是 
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v. p. -lim| 
uu'c1 gu J uii'—7] 
[1---[1|--6 


这 样 定义 的 ， ΤΠ xi Fë ΛΕ LB Cauchy 主 值 的 结果 , 不 难 推广 到 更 一 
AB) Canohy EEES. 
Ἢ T hi GN TS P RG.12.1)42(2.12.2), R 
m EL ΕΠΗ. 
31 2.12.1 Ub f(u) 2 and =1 LEZER, 且 为 某 一 解析 
画 数 的 边界 值 ,29 — 1, ww — 1, WI 
F(v, a, f) = 2 | (1— vu )^f (uu 


Wmi κατα (l— vu )" (1—wun^)" 
—f (v) —f(w), (2.12.3) 
特别 有 
人 Iw ος 
F, ws 1) (gg 1 E (1 — ow)" (i — uw)” 


(2.12.4) 
这 里 (2.12,3) 及 (2.12. 当 中 的 积分 定义 为 lm | 
WE EUH ow 时 , (2.12.3) 显然 成 立 , 所 以 只 讨论 


vw 的 情形 ， 
Je Opcl, 0-1, W| Ht εδ, 


E (vu, 105 Í ) 
— lim lira | (1— pvrw)*f (u)u 
αι ο pod Gaa-1 J Fe (ων) n Za (so, n) (1—pwvu')*(1—wurw)* 
-lim lim (|... |... L...) 
nico l1 Css —1 uu'—1 Ve, CUM Qa UD ME) 
-lm limCFo— Fi- Fa), (2.12.5) 


这 里 Σιίυ, u) ΕΙ o. (v, wu) 2} 4 ER (|a = 1, |1--υω’|» 6} E 


á$z.1zl 


fu|uu'—1, ew | « 8), 
利用 Cauchy 公式 ,得 
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lim lim fo = lim lim2f (pv) = 2f (v). 


EB p—1 
Ea T-—1 dt. "d 


再 看 F, BJ 8, 无 妨 设 已 取 


s< 


这 时 在 σε(υ, E, 


_ 21 
πιο [σα ο | V2 [1— 212 


1 — 
于 是 


lim lim £1 


ED Pl Επη-1 


(2.12.6) 


M 2 (1 —ppw)* Cf (u) — f (o)u 
— lim lim M 2) (1—ww )* (1-- pvu)” 


9 — | Lo ü-pew)"u 6 
+f) lim im ed Gg 1 J Fati 8) (1—vw )"(1—pvw)* 
— Pu + Eag, 


i: (2.12.6) X |1— pvi 21er], 即 得 


` u 
F'n = lm o(| — 
=: δι Pe CD, 2 I1— 2 | 2 
关于 Fin 我 们 有 
2 | pm 6 
(us 1 Jeu) (1— uw )" (1 — pvw )" 


. 9 ( 1 2d... 
x Gas 1 J ve C κ} (1—wuw)" (1 — ou” y 


(1—pww)" 2 Í 2 
一 Po 


-ο 


) 


(1— pvm) "u 


(1 — pvu)" 
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— T14- Ts, (2.12.1) 
显然 lim Inr lim 75 —1; 5j —71 18, BR (2.12.6) 可知 在 o, (o, 10 Ε, 
1 i 1 - M|Qu—v)w'| 


(1-1: (αλ. 
(M ΤΕΒΕ ESO. 


| i— pw |t 


因 面 
VAES "d o -| Τίω--υ)ιδ' |u ο 
Ca, CU, HU) 


u | πες * 


|1--ρυ1υ 
Hi Lebesgue 5g Hil, 


ᾱ- . Ld t 
Im lim 7', = lim Q | — 1 = 0. 
ει p—1 £1 Teit τὲ} | |" 5 


1 — wu | 
[6X(2.12.7) ΗΠ 
lim lim Fi = Fi = f Cu), 


£i—Ü cl 
# 4—c) r-MI 


同 理 可 得 


E;Ó Εν] 
Ea Td 


综合 上 述 所 得 , 即 得 (2.12 .8 . 
28|]z2 2.12.29 i ow =l, a = 1, i 
2 CL — ver^) Put 


F 3 1 == L—Á— — 3 
(o, ws 1) 84 1 Juw-1 (T (Τομ 
HEH 
lim 2 | , 
ec dopl J XQ uu n Ep CM 2) 
bii] 
0, ἀπ u= t; 
ua - 2(1— vw')"— Xi ur) -1, # w*v, 
(1--γ}» 


证 αυτο, 这 是 显然 的 ， 阁 ow, Hv š + PERS, 
Er 0«p«i, 0<r<1, WJ 


| p LLL r d 


$ 2.12) 3 ΠΑΜΕ ΓΣ S 22 RUS ΣΕΤ Jg 3 93 
F (o, 143 1) 
= lim lim 


Ε-} n—1  — 
el. ΝΜ 2H Ï 


SET 2 
= lim lun — — 
£i—ü g-1 Jay- l μέ -- 1 Qai Cb, 12 Frk WH), 
T— 


£ gp-+0 


f (1—pram "u 


Eg MO LER CD, u) (1— prun) (L rwu)” 


=od- da, 
易 知 1.2(ü-—vw)5*, AAW, br 


ES |1— ww |?, s< T |1—vu |*, 


这 财 在 cue, v) E, [Aui om [Lv [, dE σω(ω, v) E, 11 — 


-| ( 1 1 x) — Pv) u 
Te CU, Ἡ} (I1—31w)? a wv) (1— pvu)" 


--- "EAT ) 
Ενα lim eR)" ἃ — _— l — 
ει 0 pl (1—3409)" —Om-i1Je46035 (1 ρου)" 


= ft dig. 


I= lim lim 
8130 οἱ η 1 


| (一 ret 
[race cor) dcs 


ον G-r)" 2 ( _— 4 0. 
tim um (1—vu/)" Gian— 1 NM (1 — run y" 
= at loas, 
45188 2.12.1 BJ uEBHAXR D), TE 


kho nol ir- enih us --Ε ap a paa a- ata in Run CR a aab , -ᾱ- 1209 --ἱμ-μγ' ἄπι. ο... 
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— manti 
I,-0, r = πω) Tai 0, Tas =l, 
(1 wp)” 
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将 这 些 值 代入 , BERE 5388. 
H B, h 的 定义 ,利用 引 理 2.12,1 & 2.12.2, 可 导出 


引 理 2.19.8. 435 vv/— 3, wi =l, Bv w, WE 


| _ BG, w)B(u, ωγἁ---- Bl, w), 


(raa 1 


1 | hlo, hlu, υγὰ--1--Β(υ, w) 
COna-] J Wt = 1 


和 | BG, whlu, w)u- 0. 

53138 2.12.4 ου 1, y>0, Ox p«1, 

_ (Re(l—w Ya 

lv) | | 工 一 2 人 | 天] 工 一 Pen |^ 

= y— l< m= l+ y; 
Dv) = (Re(1-—2ou))'u 
I u-1 [l—«ew|"|i1—pevw|*' 

M max(1, y) -«m-«n- y. 
则 必 存 在 与 p 和 无 关 的 正 数 M E. N DES 


Q, (2 EP (2.12.8) 


N 
R, (20) A T: (2.12.9) 


证 “ 先 证 (2.12.8). 利用 西 变换 , TA 
_ (Re —4))"u 
ο μας της; 


= | +Í — Gh + Q^, 
Esteu M] Qai KU 


{εχ} e= C1, 0, =, 0). 
34 p—1 时 , 显然 有 Q = OC). A FIET ὡς, 记 aa m my + έϑκ, 


k=l, 2, t5, T, ΒΚ, z = C08 04, y; = sin 9; coss, U^, y. 


Land Δε απ αντι IMBRE - 


+ wl Lon sa ER Ε k 1 πμ RR lon cd nir cR ERE ντι 


$ 2.121 & disi |-3ξ g. ΒΗ ΕΤ ΣΕ ΒΙΠΕ 101 
ain@, gin Bo in on_1, TE c, (ex, κ) E, A 


es |1 us |!» (1 — 08 όν 


at^ 


Br y 

"  (1—co80,)" sin?* 70, sin?" Hs d, 

" ΓΩ —ens 0,)* sin Ou cost bg 1 
^ [CL — p cos 04) * + p” sin? 0, cos 04] ἃ 

id 1—c080,— a, sin 9; = b, $ cos 0, — $, VI] πλ LJ 


Q,—O | 3 (359, 


1 
($)* 53-9 40, 
o( |° a" ΤΙ — p cos 9.) ^? 


f, P ax) 


PCT p Gers T 


_ o (f (Di δλδ 
= t ( 0 - a" Y(i—p cos 8.) H+ 
1 d£ 


. F 
H+] 
— — 99 


GA] 


ᾳ.-ο({7 ny). 


SA ΓΣ t> =g, 
| i-p 
其 中 r To 


Π y —1i«m-«n-—1-Fy ii, A 


% pin m d dy de) 


Í 


cr ο τ ο 4o ua r F LRS MR RR RC cR E pia, d- uwOAWVEML Q Q s t22a VEI xA o Eh. , 
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— i l 
= Ὁ (i-r) (o1), 
3 45 (2.12.8) 4HE. 
PHE (2.12.9), i ΗΕ, 有 


R,Q) - |. ETE +Í, έδινα) ht Ra 


当 p> 1 时 , 显然 有 πιο), mE Ti 


已 -of E M M HE 
0 απ Ὕ(]--ροος 8, y" ü e (yrs . 
(z 


gAs, Hml, kA 
I 
- π (aF sin? * O4 dB, 
n,-o(J' U (i-e058,)"(i 2 0). 
BRA | TÀ ig^ = z, 
-t-e 
其 中 r= Ip’ 
则 当 y «mnc y 时 ,有 


J [= z2n-2m-1+27 fo 
Ra=0( T^Y jo (γαλ ) 
1 
- Or) wl), 
这 和 便 证 阴 了 位 ,过 .9)， 
5178 2.12.5 it olu, w) C Lipa, Ocas1,4& 


| 2 (1— pv p(y, αυ) 
φίρυ, w) (9n —1 a (1 -ρυ ya (1 uw)” 


(vo —1, 0 p«1), 
ΕΑ JEN Cauchy EW, 18 
yt (ο, w) = lim ψίρυ, w), 


$ 2.12] A ie pR IE L 3E RCSUBTRE ROBUS TE 105 


n 


we, w) τ πα Ja arse ire eG, w). 


(2.12.10) 


EAA ERA BE XL 7g lim . 


Β.Π. 1ξ'-5 
ΕΦ i-ti] 5, 
|1-—i4 2! Eg 


AE ΑΕ vw 的 情形 , BRE 


y* (o, w) = lim - 
. | ((1— pow )*— (1— put)" (p (w, ο) —p(o, w)))u 
una (1 pi) (1 uw)" 
4—2 | (pin s) --φίυ, w))u 
Gag -1 «μια (1 — e)” 
uwi (1 pow) (L ο)” 


«Γφίο, w) limn 
p1 


tJ] 
= lim Lalo) + Lat La. 

由 第 一 章 中 赵 球 的 Canchy 积分 公式 及 Canohy 23H 289 3e BE dui 
公式 , 可 算得 

3 [ ww ο 

Wai u-: (l—puv)"(l—sw)" ρω" ` 
国 而 La= pio, w), XTY lim Lap): ΒΗ 
|1 — vi | > llor] 
AA, Talo BAE SJ RE AE E 091. AER u — 3€ Hh ¿|N 
于 ww 二 1 上 的 可 积 函 数 
M — ODE. 


|1--α1ὔ [ αυ F 


rH Lebesgue ΞΕ ΒΒ, 


RH r" 44 MR τν - MAR Acc 4 5 2 NR NR ms . ι 
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lim L (ϱ) -- 
pi 


(λῆπ--1 


(1—vu')* (1 uw)" 


Ti 
pt Qo, w) = — 
| (μυ (L—vw) (put, w) -g(v, w))u 
udl (L—vu^y* (1 —uu') 
p2 Í (φῶ, w) — oo, ο) νο w), 
COgg—1* sawt (1 — ute ) " 
由 引 理 2.12.1, LKB (2.12.10), 
再 证 v= w 的 情形 , Xx HL 28 uE ΒΗ 
P v, v) = p (>, v), 
内 于 
、_ 9 (1—p)'(p(u, ο) --φίυ, »))v 
ih (pu, v) 一 μα E (1— pm )^(1 ορ. 
2 (1— p) "u 
Te(v, 9) 4 |. (1-—pou^*(1—wuv)" 
= (its. 


显然 有 Qi—p(», v), 15 p1 Bf, A 
ᾳ.-οί--ο” Re mi) _ ) 


κα |[1—w'|li—gpow|*/ 
is (2.12.9) (4E (3.12.9) [1 m —n, y— 5 ), En 


Q: - O((1 — p) 3), 
M m (2.12.10) f$ WE. 
ar 2.12.6 t plu, w)CLipas, 0axl,& 


- | 9 CL pou) "g (u, wu 
φίρυ, w) Dan N (1— pow)" (1— ww)" 


(Οκ ρςτ1), 


$ 2.121 fida SR Γ SE Uum artar ΤΕ 105 


ΕΠΗ Cauchy F(8 ic 
É * (@, ο) — lim Ë (os, w), 


[8] 
"m - (iow) (pu, Ὁ) —p(v, w))u. 
9 Qo, w) C1 J ατα (Ἡ ou )^(1-—3wu')" 
TOd-—ew)-—11e(e, 10). (2.12.11) 
iF — Jubo$-eBjJb, ΠΛΗ 
P (po, w) = — — 
wit’=1 (1— προ) A — amr)" 
2 (pu, w) --φίυ, wjt 
+ (Das " (1— u^)" 
+@(%, M % 1), (2.12.12) 
- (1— puq) "w 
其 中 F (pw, οὖν 1) "m — (1— pou JA (1 — w)" 


二 式 中 积分 是 取 Cauochy HE. SX O-r-—1, 由 于 


lim F (pv, w; 1) —lim lim Em 3(I—prow)" 


pl s) rl [πῃ 1 
[| ο ἄν. 
w= (1— pvu "(i — rww)” 
- | (—— ———-— y 
ex A (L pvu"  (1—9ponw)*/ (1—rwu)" 
-——À | —“ —] 
(1— pay Jexcwo (I1—Tww)" 


πυρ” J1— Jy, 


与 引 理 2.12.1 的 证 明 同 理 , 可 算出 
Jo—-2(1—9w)", Ja=0, J,-1 
所 以 lim P (oz, w; 1) - 2(1—«w')"—1, 


# (2.12.12) P 4» ρ-»1, 由 Lebesgue 定理 , 并 将 上 式 代 入 , 便 得 


106 复 赵 球面 上 的 育 蛋 积分 方程 [£ —X 


ο = 
| ανα” Om) (at, w) τρίο, iyi 
uii-1 (1 — 2)" (1—ww)^ 
2 Í (plu w) ov, wi 
λα. 1 Juu'-] (1— uni) n 


+ [201 — ew )^ —1]9(v, wu. 
FII SI 2.12.2, 不 难 变 上 式 为 
ji'(v, w) 一 2 | (Lo vw) "p (u, wu 


Can 1 Jww-1 (l—wvu )(l— wu)" 
dei, ος 


BD (2.12.11), 
再 证 o= e 的 情形 ， 要 证 明 
pt, 9) =pl, «). 
证 法 与 引 理 2.12.5 的 证 明 的 后 半 部 分 一 样 , 上 只 须 注音 到 
lim — | ον Gp 0 2141 
e*1 Wani J μαι (l—pvu' h (L uw)” 
RI ΒΤ, 
3138 2.12.7 i$ ww C€ Lipa, 0<a=1, O«p-«1l, ev'—1, 
ww = 1, ir 
则 存在 与 4 ΛΠ Κι, K, PE, (Up vw BJ, 有 估计 
τὰ 


|ϑίρυ, αυ) κ K,|1—pvz/|* 4 Κρ -Pw 
Πω + ` 
(2.19.13) 
3j 4 一 如 时 ,将 合计 式 


|S(pv, e) | « K (1—)*. (2.12.14) 
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证 vw, 


St» WEK- | ,i v, 


᾽ |1 ow "i ovu 
其 中 Ko 为 正 的 常数 , Æ (2.12.9) mi mn, y= >, 18.12.14). 
再 考虑 υπ. 的 情形 . 显然 只 需 讨 论 |1 一 % 好 | 很 小 的 情形 。 
Er e= 24/2 ji vwt, t 
acr esa to) UI 
E 2g |1— vw | «2[|1-—pvu' |, HAE Fw, wu) Ε, 
|1—ww |» Zj Low], 


S (pu, w) 一 


Bir ΚΑ 
|l — pa |" T 
Ihi M |1—»w'| 3? Aem |1 wu ]” 
<M, | 一 pow |" 
l1— wr)| 5 
款式 中 的 对: 与 M, ΕΤΕΚ, FI BU M, 至 Me EAER 
TAL 1.518: HJ. 


— 1 o auae 
Hy Š——8 |! va' |, Ti 


L=} d P EE P 
Talt. M) 


(tus 1 dac, M) —IF AE, MO 
HÆ e, (v, μὴ --σε(υ, α) EA |1— pui! | >t λα. JF ΜΙ Æ 
clv, α) 上 有 |1- uw < e, WE 


Ja] Me | — 
|ll— νεο} Jewacen p ag Ὁ 
| 圭一 puar |" 


< ΛΙ. -一 一 
Li— ow) + 


= -Llp prr — - 


108 复 才 球面 上 的 奇异 积分 方程 [第 二 于 
取 8 = + |1— su], T 
而 Ja 1 (| «| )= P Pa, 
Lgn—1 Ga, {14} dalt, 87 g Co, 143 ae 
将 Γι 写成 
p = 1— Pe)" MORILE 
Ca 1 σαι Co 8) (1—pvu')^( 1 --μι}᾽ — 
" (1—pvw )" (p(*) —o(w)) 
CUgn -1 
| — μα ο ο s UT 
sca) (1—pvu )* * (1—uw)^ σου) 
κ ᾳ--ροϊθγ”ίφ(υ)- φ(ο)) ὦ 
(αμ 1 (1— ow)” Tg (p: η) (1— pvu')* a 
(Qh + Qat 64. 
因 在 ow Ὁ) E [1v] o lio], Br bi 
(Q |< ο. — 
|1l—vw'|" Jem 11. φῇ}; 
HC 1Β "πὶ 
«M T | 
6 |1— ma ua = 于 
1— ppw |" | 1 — ow" 2 i 
M | P -— j. t κ i 
(Ql < T |1 — ow [331 34 m 
<m, Lem. 
|1— ve | 3 c 
LM E F. 
πὲ δὲ M ul (1— puu)" (常数 ). 
所 以 IQ «M, LET 
jic ow] 7 
因此 P< ου. αμ - 
|[1--ου΄ 3 


WB = apr ας τν" rao cod) dad ΜΗ auae ων RR a 2 τ μὲν oil- 了 Ti Εμ Εμμ αι s r L 
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最 后 考虑 P}, id (2— G, CU, u) — G (2, uj, 当 
P,— (psu) | (pH) —p(v) )u 


Ga-1 49 (1— ww) (1 pou)” 


En (1— pow)" (p (v) — p Ca) ) | εἰ 


wsan 1 2 (1—«u')* (1 —pvu')* 
= IF Rs, 
RAO). πο 
jl—uw' "|i—v-| ? 
JH — pi ΑΡ yh, EPRS v 与 吧 和 分 别 变 汽 o — e; EF w (Wa, Wwa, =, Ὁ) 
H w= A/l— a] 290. MEO, u) EA 


Ln |2> |1 w] lw Ho — | — [ws| [eal 


2.12 liam] -2v0 [us] TT 
licum τς - ού]. (2.12.15) 


Br v 


Jh 


"| 1 
γα (αν, Ὁ} [ 工 一 一 ποτ 


tu | 


κ.α ΜΉΝ 
ΗΕ «σα 
l — ow" 


再 看 Ha HF p(w) € Lipa(0<a<1 € (2.12.15) Pra - 
1| Μις "Ee λίδι, 8), (2.12.16) 
|1— uw ME 


其 中 λίδι, 8) = i 


无 妨 设 4 下, 到 球 举 标 ， δις Πτα] <ô 可 知 


3). 


ερ] 
于 是 


= hh dis ο n rh zy S aki i Er hie La ο]. abel md ç . 


110 3 iud F Pyar 35 ΤΕΕ [第 二 登 


gin?" ob) sin?^-?6, do. 


° [(.—6080,)? + ain? 0, eos 0,] 2 


1 
: BY ἃ *j8—Z 
- M,LÍSGO? sin t de, 
S Maja CU - os)" 


1 
(23 
«ar, [a0 αι 
ν΄ κ 1 


- M. ( log22: 3 Yg 1 — vu" |-*), 
W. ERA (2.12.16) r8, 18 33] 
πω 


NO 
10’ |. 2 


1 — . 
因此 "ma ele 
| L — v2" | 


log|1—9w'| t, 


Za LBrxt, MER T (2.12.18), 
3|32 2.12.8 j p(u) € Lipa, sazi, ov'—1, ww'—1, igp 


E (1— vw Y*g (uyu 

El, ο) joa dose aye (2.12.17) 
- (1—vu^)"(p(u) -p(v))u 

£ (v, 10) Wani ΜΙ (1— ou^)* (1 — w^? 


| (2.12.18) 
fr (2.12.17) Bir ig Xy 


Jim 
£i, τα 1. 
Ea It 7.81 


1: (2.12.18) FRH IE XN 


Γ 


lim 


Li 
ae Ζειῖνι Hu) P gw. B 


"oc x “- 4 αν μμ αμ μη RR 617 


ρα. sra = a. ode κά. πμ Eii -- 11. ο h clin RN H IRI. —9 ἐ- r ama boe κ Ἐν — «πα ενα anii EL =- : 
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m4 |1— vw'|—0 BJ, XF ον’ —1, ww'-—-1 ERge j ο, 一致 地 有 


« Elo, w) —O(|1—vwv'|3) (2.12.19) 


£ (v, w) = O(|1—vu/|*), (2.12.20) 
WE (3,19 .19)͵ Ht Ορ, 0<r<1,# 
Lum 1: 2 _ _ 
š (@, w) E μή Cons. 1 (|... |... NEM 
= To- T-T}, 
xL SE IB E BJ 0 与 ὦ, vw, 无 芒 设 δι ΕΙ es Ho] Ξ |1— vw |*, 


HK 2.12.1 Z uE HRH, n] m 
T'4— 731 3-143 3- Tis, 


其 中 


Tai = lim lim 
£i) P—1 Gijp] 


-| (1—pvw')*(p(u) -p o 
Ta Cs u) (1— pou )* (1—uu')" i 


T4 -lim lim 2292. 


Ep >l — C094 1 


Ἴων ( : 1 je) "Ἢ 


Ὥ-ωο)"  (l—wew)*/ (Ἡ - pow)" 
== 0, 
T a = lim lim Že | —— m. 
F130 p>l  CUgg 4 Je M) (1 προς} 


EUj7.-o(0. RA Το pl, BAM, A 


To = lim 
€ osr 


f Í (1—pvrw)* (2p (u) — (v) — elw) ju 
TESI (1—pvu')*(i—ruw" 
+p) εφ), 


112 ΕΠΙ EV at ΠΕ LS RE 


£ (v, 10} = Hm S (pv, w) 十 lim T'(v, ru), (2.12.21) 


其 中 Sov, τυ) ns 88 2.12.7 中 所 定义 ,而 


T (v, ra) =— | Grow (pb -poyu 
Gai juri  (L—2u" τω)» 


H (2.12.18), 立 得 
lim |$ (pv, ο) | «M ]1— ew']*. 
M Εμ. “ΕΠΙ 2.12.7 [B] S, n] Ag 
lm|T (v, rw) | « NI|1-— |*, 


N JR ΞΕ, GRBXYBOCORSI46A0.12.21), 3 HR HE = 
2max(M, N), 即 得 ,对 一 切 ow = 1, ww = 1, 有 


|£ (e, w) | < FIL vi | 
hh 2.12.19 得 证 . 
再 来 证 (2.12.20)， sw s 有 


£ (v, w) = lim lim 


Le pi ΕΕ μι] 一 (| a -| Oa, CU 7 -- 


=o- — P, 
可 算出 T, —0, 7 = 0, ΡΗ τ 
£ (u, w) ^lim T (o, TW), 


此 处 
(1—Tvow^(p(u) —p(v))u | 


634-1 ara (Gur (d — rwu)" 
按照 引 理 2.12.7 RHEE, Ἡ Ῥίω, rw) 可 得 到 同样 的 估计 式 , 这 样 
3n] 13 $8 (2.12.20). 

A 5138 2.12.8 可 了 得 

21382.12.9 Wt o(wcLipa, 0c«asl, Wl 4 IT— 0906 |-> 0 


T, pw) = 


- — _ — 1 — μα 


4 8.131 置换 公式 
时 , 奇异 积分 


f, (902 902) BG, w) B(u, w), 
| (p(u) —p(v))h(v, uhlu, wu 
| gw) B(o, w)h(u, w)u, 


| vua φιλία, u) B(u, w)u 


对 vo —1, wi -1 o t w Hg — Sog O(|1— vw | $7) 


$2.13. 置换 公式 


TE 2.18.1 i ou, 22) C Lipa, θ ax 1, d (po, το) 与 


dr* (9, οὐ) ELE ψίρυ, το) 5j t (o, 00) 4 S] HE Ξ| ΒΒ 2.12.6 δὲ 51 m 
2.12.6 中 所 定义 ,0<p<I， 则 


_ ἃ 


lim 


Gh (po, w) - dh (e; wY o 
pl ong Jowib—) (1 -- puw y” 
| (2.13.1) 
lim 2 Gb (pv, ω) 一 πιο ww) 1ο -0. 
pl (ns, 1 r wE =l (i — pv") τ 


(2.13.2) 
证 ”以 下 只 证 (2.13.1), 至 于 (2.13.2) 可 同 理 证 朋 之 ， 
先 证 对 任意 固定 的 5>0, 当 p->l1 时 ,估计 式 
m w) .O((1—p)* 1) (2.18.3) 
对 所 有 适合 oo — 1, ww'-1X|i—wvw|z5H 的 9 与 和 一致 地 成 
3. 
事实 上 ,从 


ψίρυ, οὐ) — — 


Wig- 


113 


114 Arii td SRBUJUE [第 二 章 


, | ((1—pviv)* — (1 —ovu/ Y (gu, w) --φίυ, w))u 
uu" = 1 (1—pvu )*(1—wuww^) 


2 ( (φῶ, w) —p (e, wu, 
+ Wani | ] (1— uw)” Hpv, wY, 
nj 13 Hi 


rx: 
Όπως 


{ (1 oo )*-1o (u —«'(p(u, αὐ) — plv, w))u. 
uil (1 —320)*(1—pvu')"*1 


对 已 经 给 定 的 S>0， 取 s- I, 于 是 


dab (pv, w) — 2n (f +Í )= +L. 
dp (η —1 Xv. u) Fp 


RIZE Z, (z, u) E, 当 p 充 分 车 近 1 时 , [1 pow | 5, BEDUEAE— 
仪 与 5 及 p(w 吉 有 关 的 正 数 Μι, B| h |< M, 而 在 oL Qo, ἡ) 
Ε, ΒΒ 1-75, KUFER Rou ww) 有 关 的 正 数 
Μι, 使 得 


ια ο] «8ος - ο) 
uū'=} |I — ppu |**1 T 


i (2.12.8), Bt m —0, y — 5, 5 1—p 充分 小 时 ,有 


1ο] κ Με ((1.--ϱ) 5 1), 
M; HEHEA, 19.0), 
再 证 ; SP OE E [BT E PA] 06770, 存在 一 仅 汪 5 及 yw WD) 有 关 的 正 
dy C, E? o1 Ij, fH SN 
ppo, ) --ψ'(υ, w)|«C(1—p)* (3.18.4) 
HAEE =l, an = 1, |ft—vw'| 2851898 5w-—3 Id. 
μα, O< p, <p[Í < 1, 显然 有 


! 


de Obi 
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d (ost, 0) — pw, w) — [^ dp lpr, w), 
H (2.18.8) ,存在 一 仅 与 Ë pu, v) i el TE M M, Be Hv 
= HF, T Ἢ 


li (os, w) --ψίριο, v)|«a |” a ep 
— p 


1 
38 ρας E μή, L- p> pam pr 于 是 


[ψίρον, τυ) -ψίριυ, w) | 


<- 一 一 -| dos M (ps —01) τς 
(1-ρο) ° ^" 


1-- 
当 po> 一 了 5 全 时 ,1 一 pr<2《ps 一 ps), 于 是 


[ψίρου, w) --ψίριυ, w) | 
«IL pap) P. (1 — pp) 2] 


2M 942 E ρι) *. 


91*8 ος 
一 人 网 


i ο--- 
beso, w) --ψίριυ, w) | <O (os — p)? 
对 所 有 适合 υν΄-1, ww'—1, |t—vz8Hü)je 5w- 3 BEL. 
在 上 式 中 令 prel, FK ρι-ρ, BUTR(2.13.4), 
现在 来 证 (2.13 .1 ， 记 


J (p) 一 2 E (pv, w) -- Co, ay). 


tOgn—1 (1— poto)" 


τ; ES 


AU + m Τί 3 r 
|J (p) | =< 2 | ,es w) UM v, αὐ) |] 


2n—1 | 1— ppw | n 


116 4 us ΜΕΣΗΣ [z w 


"s o a) 
Da-i SJ Xo Wu) Oa COS C) 


— Ji(p) + Ja(p). 
AR Ja(p) 5j δι BAR AR, bt (o, ο) CUERO. 12.10), ΠΠ 
(ov, w) 


ἃ f Cp) (etu, v) -p(u, wyi 
Cla4—1 ὁ uk'-1 (1 — Du? n" (1 — anu ) n 


-r 


Tow, w). 
T plu, w) =p(u), 并 采用 引 理 2.12.7 HIH 2.12.8 的 符号 ， 
则 得 出 

[φίρυ, Ὁ) --φτίυ, w) | 

«2[S(oo, μὴ} |p (0) —@() | 
ie, wf. 
由 引 理 2.12.7 与 引 理 2.12.8 ^n, FEER S M I. M, E; M, 
X[— 8] υν΄--1, ww'—1, υψ ËJ v Ej «o, ΒΒ 
|φίρυ, Ὁ) —pt (v, «| 
« M,|1—pei | Ët My LE! M1 o| $, 


1-—w»w |" 
JC) < M. — < MF, 
race [1 — 2 | s 


其 中 了 ,与 Ms 篆 为 正 的 常数 ， 
于 是 , 任 给 70, 可 先 取 定 一 适合 Ms 时 < 总 的 正 数 5, 即 有 
Jig) <. 


jH (2.13.4), W FES -ew 1278, B v Eg w, D XETE— (X. 5 ó; 
及 g(u, w HERES C, 使 得 


-4  --Hf Ἥ. ο np ROO KR κια -τ- k Hoki NN P PE indi. FPCH ooo STARR εν + oi "id aca ' κας FA Ε σι ι-ή--.΄᾽᾽ MXN ane. -. 
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Tp ο | i 


(ορ Es C. uj | 1 — vul i ^ 


ENT 
«2C Ci p) | 
δὶ 


因此 ,对 于 任 给 的 50, 4E 8, 9550, 使 当 0< 


1—p-8 时 ,有 
Je <E, 


从 而 | 了 Cp) | <e, BR.13.1) FHE. 
定理 2.18.2 (Poinearé-Borlrand 公式 ) dE pae, w) € Z, 


ju] 
( — ) |... Hw, Duf φί», w) H (u, ww 
-φίν, 9) 十 ( E ) | 
. | plu, ο) H o, u) H (u, 2) tt, (2.13.5) 
(2.13.5) f 2:398 E DAI ΕΠΙ IRE, RU n — Di Juj 
2 
( Ὃ )L.. H (w, το) 10 
, plu, D H (v, u) H (u, w) ; 
I. Ha wj Mu. (2.13.6) 
EBA E 412 huy 3 J 
| giu, εὐ) H (v, u) H (w, w)u -lim | 
μμ He, w) a Hi pipes ' 
(2.13.1) 


851384 2.12.8, 25 o (u, ο) € Lipa, 0<a<1, WEsSI- vw] 


t18 59Η ΕΙΤΕ A μα 
—0 时, RA (2.13 7) ov = 1, ww —1 的 4 与 一致 地 次 
O(f1—ow |1), 
ΒΓΕΙ (2.13.6) 的 外 层 积 分 是 一 通常 积分 ， 
证 JE zz <1 Iya W ἡ Bs 38 


2 | u Í eu, et) 
d 一 | — -- A ”一 
(22 Alani ) μεσα 【圭一 zu" Jew {1 0 


fH 
V^ (2) 
"C eaa tace 
上 二 式 的 二 层 积分 均 取 主 值 . 
任意 固定 %, 爷 | 
Oz) 一 (一 一 ΡΝ ) | — =... Ενω) 
— Q4 + Os, 
v) o) R ιν ) 
= Pt F3, 
其 中 d. 与 P 的 内 层 积 分 均 取 主 值 , BD 
vp f, = m], 
出 D, — Y^, 3 | 
D-E |<! δε + Fal. 
注意 到 


Io, c ( —— — yl i1 Hoa 
(f gu, w) --φίου, w) |w 
quac, 307 


|1 uw |" 


+| φίω, ο a ue 


RIP El rui EIE T. E. T eT "th HH HE 


$2.13) EPOR OA I | J19 
Ἢ s 一 0 时 ,有 
Cal, 10) [1 — ww |” 
Jf H | 
Hm v. p- | ed 


E- Ura Ud, 10) (1 —412p^)^ 
= lim lim lim πμ 
E al τὸ δ-ὰ σρ--σα (1 — puw)” 
 e( =F (2), 
因此 , 若 用 @+ (o) 与 pt (o) δ} 3i eo 6 (2) 5 P (z) 98 z= po(0<p 
«1, vv 一 二 趋向 + 时 的 极限 值 , 则 应 有 


$* (v) = 9^ (v), (2.18.8) 
T ο ο. 
的 Cavehy 再 积分 的 极限 值 公式 , 可 得 | 
a*() - (Y. iu dec E ar 
+ |. Eri m (2.19.9) 
5 —Jri&i, 38} 3138 2.12 5 中 的 记号 ,有 
V (po) ~ 一 人 - (dr (po, e qw) ) 90 


2 f biip, wya 


ygi «0-1 (1 — pyw)” " 


He $8 2.13.1 50,28 p=>1 肘 ,上 式 右 端 第 一 项 的 极限 为 零 , 所 以 


2 Cf (v, ὦ) --ψ τω, ow 
t — w r n t t 
P (v) = m- fosa 1 J wmÓu'—l (1— puw”) i 


tiv, v), 


Ge dado coo COMMENT IC S sua Ὅ πλ ολ er irki oko. oia oo b etena het SLi AH nl e ndi 
mir S s =r ' - 


120 AERE LBS ME [55 — 3E 


利用 t (o, w) ae is (2.12.10) A (2.12.19) Ag 
Vr (e, ο) —ib*(v, v) 
erue erste +p(e, u) τρίο, v) 
-O(|1—ou*), 
并 且 上 述 知 计 对 一 切 vv —1, wo'—1fjetw-— Be EIE, Hi 
Lebesgue 定理 ,得 出 


ντ) = - 2 
μα] (1-- vu) n | 


245 (o, ὦ), 
BE EI (2.12.10) (X, ΒΒ. 
ο. 


— r a g 
wu'-i (1 — ew" 


Ubon—1 
| (1— wi plu, qu 
ub =1 (1— ou^)" (1—3uw^)" 


2 J φίυ, ww 
— τα —-Fe(e, v). 2.13.10 
Gigs 1 ο δι (1— vi^)" φί v) ( ) 


Et (2.18.8). (2.12.9). 5 (2.18.10) , iŒ HT (2.13.5, 
ἘΠῚ 2.18.3. 车 wt, ο) C 2", Wu 


( 2 y - H (o, uj φίω, w) H (ay, Uw 


Cyt —1 


= --φίυ, v) + ( x )| ..° 


. | _ qu, ο) H (ο, u) H Gu, uju, (2,13.11) 
上 式 右 端 亦 可 改写 为 


( a " 
- 9, v) u GOgn—1 ) MEC 


Trun -—- Hor hA .. . Επι ΑΡ. ht riii iia HI n 


-- b 
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Jas (plu, w) -φίν, ω)) H (v, u) H Qi, De 


n = O w) H (v, t) το 
u s ο. a (0, w) H (w, D)w 
m J s iP w)w, (2.13.12) 
分 . 
-(--: : plu, wyw 
d (z) -(--η | ud d daa dum) 


$6 -(—2—) Li]. Wü eye 
FOUK ΕΒ STR C 
与 证 明定 型 2.18.2 中 证 ΒΗ 6 (z) — (D 同 理 ， 可 知 @ (z) = 
Φα). βτνι 811} di^ (ο) 5g €^ (ν) 4 SIE @ G) 5j AOE z= pu 
(0c p«l, ve = 1) [ΑΙ v 时 的 极限 值 , 则 应 有 


Qi (v) — P+ (v), (2.18.18) 
显然 
ὦ (v) 
ο. 2 Y u pu, ww 
-( a) NE dun) una (1 — pu yn 
2 φίυ, w) | 
C)sg—1 ME (αν) = (2.13 14) 


另 一 方面 ,采用 引 理 2.12.0 中 的 符号 ,有 


Sra 3 Qj (po, ὦ) --ᾧ (o, w))w 
P (ov) = Cg. gp J wus-l | (1— pviv’ J 
2 jr* (v, 10) 1ο 


(ι}ὸῃ-1 ο wH =l (1--ρυω'}» " 
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由 定理 2.18.1, 


T (v) = lim —2 | (bt Co, ο) -ψτ(υ, ὕλγιο 
Pal  COng—| s w= (1— pvu)” 


td, v), 
利用 Do, w) Bde 335 (2.12.11) & (2.12.18) ^n 
yr (v, 10) 一 由 (v, v) 


2 Í (1— ow)" (pu, εὐ) —p(v, a) yu ` 
"=a α--οὐ)"ο- aou)" 


-2{--νω’)᾽φί(υ, w) ἡ-ῳφίυ, υ) —@(9, w). 
=0(]1— vi |5), 
Jt H. EXE frt XI 9] or =l, ww —1 ER o wR, d 
Lebesgue 定理 ,得 到 


πλ... (P+ (v, ο) —d*(o, ο))ῶ 
Veo) {Ugn1 J ρα (1— vw)" 


AD (v, v). 
51 (2.12.11) 6 A., 即 得 
WH (v) 


-( 2. 1 ο s 


| ov, I9 et, 9) 
C34 ο ο w15'—1 
_— 2 f 9, ww (2.13.15) 


Cdan- Jwi-i (一 ai) ' 
Huge (2.13.18), (2.13.14), (2.13.15), BEEBH T (2.13.12), 
P8] 3g 2.12.2, Bp npe (2.13.12) pog 3g (2.18.11), 
由 定理 2.13.2. €H 2.18.8 REIH 2.12.3, ΤΗ 8 B- 
与 bh- 核 的 下 列 置换 公式 ， 即 


8 2.18) 0X W X 123 
EE 2.18.4 plu, w) C Z, WI 


eu ) ja. Bi», w) uj s pu, w) βία, Ὅλες 
na" 
(2.13.16) 
ΕΠ 28 


C) fat 
-| us @G, w) -φίυ, ο) BCo, v) B(u, we 


| gv, 20) B (v, 10) w, (2 .13. ἘΠῚ 
μα 1 


Cdan i 


Η 3] 34 2.12.9, (2.18.17) B 45 m ERa 38 ER 


定理 2.138.5 {plu w) E, m 
(——) |... 16» Dif oa yh (u, ve I 
一 —g(u, v) + ( = ) | un 
JN pu, wv, αλα, ww. (2.13.18) 


上 式 右 边 叉 可 写 为 
(00 ce o C) Jat 


Jas (plu, αὐ) —o(v, «) )h (v, w)h(u, w)u i 


1 


dona-i 


MF 
ir ww! 二 1 


| g P w) B (o, ww, (2.18.19) 


Cn —1 
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由 引 理 2.12.9, (2.13.19) 35 — i H3 PF EZ BLA dE — 8 E 
分 . 
ἘΠ 9.18.6 t plu, w) € Z, WI 


a | 
| Bis Dif φίω ω)λίω, Wo 


μ.ο w) B(w, u)h(u, w)u, 
(2.13.20) 
上 式 有 边 又 可 写 为 
προ. (plu, w) —p(v, w)) Βίυ, Wh, wu, 
(2.13.21) 


| κω, Dif pG, w) Bu, ωγῷ 
~f of ol ω)λίν, ὠΒῷ, 网 (2.13.22) 
上 式 右边 又 可 写 为 
f ὦ[ (ών, wp, who, u) B(u, wyi, 
(2.18.23) 
由 引 理 2.12.9, (2.13.21) 14 (2.13.23) MAERA W 338 W 


T. 
H Z = (2.13.5). (2.13.10), (2.18.18). (2.18.20) 与 


(2.13.22), VABRE ΕΣΥ tay Ea y RUIT 51 38 
果 . Hi 
κ 2.18.1 i koiu, ω)Ε 38Η 
klu, οὐ) = (kolu, w — kolu, wW) H (w, w), 


y f | 
H, auf klu, w) 


wi = 


-| «| H (v, w)k (u, wù, 
wH =l μμ΄--} ` 


83.14] iE 虽 4h 125 
* 2.18.2 iH kilu, w) 5j ks(u, w) Efi Τ 6, JF BL 
Lk Ku, Ww) 一 (E (u, 10) — ka (a4, v) Bu, w) 
十 ( £a (u, 18) — ἔῃ (τι, 1) hu, Ww), 
则 
| B, af k(u, 0) ὦ 


-| _ ùf BO, uk, ωγά, 
wmit — 1 y'= i 
| ho, us | kt, πο) ὦ 

μη 1 Ww 二 二 


-| | h(v, u)k(u, ο. 
S£* dg ez! 1 ERREUR Pa πμ 21 PL ΕΒΕ x Hei PE α΄, 
H (2.13.5) & (2.12.8) 可 担 
z 2.18.8 3 fw) €, p) C Z °, Wl 
H(f Ho) -fo- f Ho— H fp), 
这 里 Hd 2.5.1) g X, 特别 取 .f 三 1， 即 得 (2.5.15), H9 — p, 
d (2.18.17). (2.18.19), (2.18.21) X (2.18.28), ΒΗ p (w, 
w)-p(w), B8 (2.5.17) , (2.5.18), (2.5.2600; # φίω)ε Z, 
则 B*p — — Bp, hgp= —9— Bp Ap, Bhp=0, hbp=0, 


$2.14 E 则 « 


+H 2.14.1 BE km, u) E (ο, u) AE 
LN 
|1—ww'j^ 


(2.14.1) 
Hub M 5N 为 正 的 常数 ,0 志和 % en, uu! —1, vv —1, X. Uk 


|ἐ(ω, α)|-ς |ἐίυ, ἡ) | < 


Ε 


M 
I1— pu |* , 


I(w, w) =f k(v, u)l(u, w)t, (2.14.3) 
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则 有 估计 式 


(7, 站 À + n n, 

(C 

ΜΝ H—;j J E À + un H. AS µε, 
I(v,w)—4 |l—wew'| Ur 

Ω͂ 


μα 1 πα À + 5-1 H A= =, 


ll—»w'|^ 3 


(2.14.8) 
C Ἢ IE BJ X. 
证 Aun BERE SEA, 以 下 证 明 (2.14.3) 的 第 二 式 ( 同 理 
可 证 第 三 式 ). 


ARR otw H o tw BERAE, 旺 然 具 需 讨 论 11 一 ww' | 很 
小 的 情形 . 
Hi .14.1) 5 (2.14.2348 
7 
|T C, w) | ΜΝ N Εμ ΤΕΙ 


ο ef.) traen, 


IE u) 
— 1 
取 8 一 2 s2 |1--ο |5, 于 是 
C, | T 
11— ex |? Eei, Wd) |1— uw |” 
Ca < Ca 
^ — 
[Lv — |1— νο 


AB O, 与 ον 为 正 的 常数 (以 下 Ca 35 σο ΗΠ 3 IE BS SER). 
_ ορ 


T =< 


1 


f, = +J (v. =d + dy, 


Cal M σα κής] 


H o. (v, v) E, |1—u | « 5. e, 所 以 


$2.14] JE Hp 45 151 
C. th 
As |t — vou | | 
< C. 
|1— vw | 
因 在 σι(ν, u) E, || |1— | C, 2.12 15), BEA 
σι š 
Ja 3 |... |1— eu |* 
s Οι 
MESURES 
综合 上 述 , 即 得 (2.14.8) 8 — Ñ. 
下 面 是 关于 正则 化 的 两 条 主要 定理 ， 它 们 是 对 方程 (2.12.1) 
及 (2.12.2) 进 行 定性 研究 的 基础 . 
IE 2.14.2. 改写 方程 (2.12.1D) 为 
Sp--ap--bHgo--K- f, (2.14.4) 
Hp alo), ὃ (9) = (v, v) f) ΑΣ S, 


Ep-—| φίώείο, u), 
πμ τς]. 


A— LIE | 
四 


E BER 
k, u) - —2.— (ko(v, u) —ko(v, ο)) E (v, u), ko(v, W εφ". 


έραπ--α1 


(2.14.5) 
iR (2.14.4) Pi a 与 5 ERARE ΕΗ abo, MT 
(2.14.4) 4E, Fredholm 型 方程 . 
E ERFT, 
Tj-—L(ab—bH4), PEL (2.14.6) 
可 以 证 明 ; T 18 (2.14.4) ΕΤΕΠ ΕΤ. 事实 上 , 用 了 从 左边 
作用 到 (2.14. 信 两 端 之 后 , (2.14. 沪 的 右 端 即 为 了 /一 g, 而 其 左 端 


128 5 ΕΤΕΙ F00 2255323 fe [BZ 
变 为 | 
1 


a* b^ 
—óH(ag) —b H (b.Hg) —b H E o), 

MES AX O.13.5) F H (H9), BEES 2.13.1 T H K o, ΤᾺ 
(2.14.4) 4, m y 


T S59— (ae ab H otak op 


TS—-- Lo —g, (2.14.7) 
其 中 Lo-[ φίωϊίν, ή, iz 88 


ἐίῳ, v) EIOS kG, w) 
. 2b (u) (afu) —a(9)) 


Üuga—1 (1 κ. vu) " 
_ 26 (v) Í (1 —vu^)^b (aya 


Wana (1 — vu)" ο ντα (1— ow) (1 — ww)" 


ο 2b(v) klw, Qu] 
Cwan—l1 wb] (1— vw)" | 
Η1 5138 2.12.5 48 
Πίο, WD | S muris (2.14.8) 


其 中 M AERA E, 0o 1, By Q2 14. 7) E SS 1 PE BS. 

由 定理 2.14.1, n[An(2.14.7)j& Fredholm 型 方程 , 对 此 只 
需 指 出 关键 的 一 点 , 即 方 程 (2.14.) 的 核 Co, u) PA ΤΕΕ 
后 的 一 切合 核 都 是 有 界 函 数 ( 由 此 可 以 断言 (2,14, 站 适合 积分 方 
He hy Fredholm giu PE, Hp(2.14.7)3k-— Fredholm 型 方程 ,人 参 


阅 MExraa[1] $10), 事实 上 ， 由 定理 2.14.1 和 但 .14.8) 对 于 


Fw, ο) If] p ik ak ik UP Qo, 内 显然 有 如 下 信 计 ， 
M, 


1i—we| 


其 中 M, 为 正 的 常数 . TEITER 


|? (v, wu) | < 


"umu PERLES US NL ας. 


一 -一 


š 2.143 E ΚΙ í. 129 
p» (na) | 
{ΠΠ VP (v, ο) Eh: FE IB δε, yE EW th. 
IE 2.14.8 改写 人 .地 .的 为 
BSpzzsap--bBgp-rchp-F K p= f, (2.14.9) 
其 中 alv), blo) =k (9, v), cC) - Rao, υ) ΒΗ f (o) HER T 2, 


Kp 一 | σίώξω, u)w, CRE 


I — [Gs (o, u) --διζο, ο)) Βία, ο) 
+ Ga (o, w) — kalo, ο) ολο, uy], 

(2.14.10) 
νο, wu) - kalo, u) EAT 7, iR (2.14.9) itr e, b 1 o XEM 
{ΒΕ ΠῚ E. fH3R A (a— 5) (αἲ te 0, 则 可 将 (2.14.9) 化 为 Fred- 
holm 型 方程 . 

证 SET. 
Πα SBb--yhh, | bc.£, (2.14.11) 


k(v, u) = 


其 中 


α----. g=- Dt o γα 
a^ -rc3* (a— b) (a? -F e) 3 Y a es ° 


(3.14.12) 

TOEI: T 36 (2.14.9) 的 左 正则 化 算 子 . 事实 上 , 用 了 从 左边 作 

Ha (2.14.9) pj3st Ja, V FI (2.18 17). (2.13.19). (2.13.21) 
和 他 .13.23) , 以 及 推论 2.18.2, AE (2.14.9) ΕΡΕ 

TSpzp--Lp-9g, (2.14.18) 


此 处 ge Tf, Ιφ-----],, ? 621, ww, ERE 


lv, u) = y 2C (6) + (a G2) —a(9)) 
£8 (0B Qo, u) ry Go) Qo, Wi 


t= ΗΕ -. w mase ie -- EE -rl 上 
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+Í έω, w) DEO) BC, ο) 1-γίο)λ(ο, o) 


= E (ὅζω) —b(v)) 


[BC B (v, ο) +y Q)h (o, ο) B Qu, uyan 
" t | (σώ) - 00) 
- [8(v) Βίο, w) +y (9) RG, welw, Ww, 
HH 3138 2.12.9 知 


MH —. 

|1— ow |*7^ 7 

其 中 M AEZ, 0-αι--1, BZRfG.14.19) ERAR, - 
J 2.14.2 的 证 明 同 理 , (2.14.18) 是 Fredholm 型 方程 , 定理 证 
"m, l 


|](υ, u) | < 


92.15 某 些 方程 的 直接 求解 


正则 全 是 研究 奇异 积分 方程 的 重要 方法 , 但 一 和 最 说 来 ,利用 正 
则 化 定理 并 不 能 得 到 方程 的 明确 解 上 党 ， 本 节 在 于 证 明 ， 当 万 程 
(2.12.1) rn ll a(o) 5j Κοίυ, WAF o Bf, (2.12.1) Ἡ ελ E Z K 


解 . ko (v, u) C. 3Η ko Co, v) 71 ΠΕ Ἃ v 8) u ΗΠΠΗ ἘΓ [ΒΤ 7, ， 


由 于 多 复 变 数 解 析 函 数 的 特点 ， 本 节 的 结论 对 %*=1 的 情形 ( 见 
Poters [ID ΕΙ. 
下 面 的 两 条 定理, EDE G.12.D EE SORREISERE, 它们 的 证 
明 分 别 与 引 理 2.12.1 和 定理 2.13.2 相仿 , ΗΑΕ. 
:E382.15.1. fo, w, u) € Z", JE B. f Qo, t, w) ΕΠ 
的 函数 属于 A 则 奇 开 积分 | 
2 f f(v, u, w) H (v, u) H (u, w)u 


0 τα H (t, w) 


= fiv, v, w) — f (2, 10, AU. (2.15.1) 


— ai 
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TE 4.15.2 οιίι, τ) ΕΙ φαίυ, u) ye a J 7, μὴ 


( - yj... φιίν, u) H (v, Dif ns 20) H (u, uw) 


CU n 1 


=p (9, Ῥλῷοί(υ, Ὁ) +Í : ) NE Ἵ 


3384—1 
[ms ὠφείω, ο) H Go, u) H (u, 2a. 


(2.15.2) 


关于 方程 局 ,了 2. 志 的 直接 求解 ,主要 绪 孙 是 

EH 2.15.3 在 方程 名 .了 2. 蕊 中, 若 a(u) 5 ζουν, u) P a J 
J£, Jf EL a? (ο) — δίῳ) 在 vy =] ΕΒΕ, gu b bte) = ElV, 9i 
Wi; $2 (2.12.1) 4E 7" ΡΒ ΕΒ 

m= Tf. (2.15.8) 
Ἡ uU 的 定 艾 是 ， = φς ας”, 
. αλ _ _ 2 
T= omaa Tto) 


3E Apo) Roly, w) Cv, wa Eo νο. u)u, (2.15.4) 

ΠΕ 先 指出 一 个 事实 , ΕΠΣ f (u) € 7, HL J u) # an -1 ΕΤΕ 
RAR, DW CF Q2) 了 Ey 这 是 二 为, Τίω) € οὔ 表明 f (u) J: κο’ 1 
内 的 解析 函数 f (z) P ie 21 AP, 3 B G0 €.7". mfoo 在 
μι’--1 HERAF, 必 存 在 一 正 数 od, POE 2-—iz| pc 
二 内 恒 不 为 零 ， 从 而 0) 习 在 多 内 解析 . 于 是 出 密 基 变数 解析 
函数 的 连续 性 定理 (例如 参阅 几 复 变数 的 教科 书 )，(f 了 (中) 了 亦 必 
在 整个 rci 内 解析 ， 因 此 , 2" AWERI GO) E 22’ «1 μὴ 
的 解析 函数 (Fo ) 志 的 连续 边界 值 , ROCA G0) 77 € οὔ 

Ja T Eu ERIT G.12.1) ETE, AmE TF, ΠΠ ΜΗ 


Ver HE Pi 27742 1 μα RAT RH RR Rma: CAE RAI s eoram m paria 
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wp) κ 2a (v) 
a3(v)-—b*(») waala (v) — DP (v)) 
) ac a P OO (9, α) H (ο, u)u—— Ta 25 ΕΦ} 


| p(u)a Qu) kou, u) H (v, uju 

ud'z1 α(μ) — b (wu) 
-— "lov, w) H (o, wu. 
Q4 ια (90) --δ (99) Jua a(u) — ë (u) 


SJ uu, Φ(ω)λο(ω, ο) H (u, Dyw, 
ko (v, w) kou, το) : 
和 假设 知 IUOS GE， 利用 定理 2.15.1 和 定理 
2.15.2, 上 式 末 项 即 为 
PV) κ 25 (2) 
Qa) — O (v) «a ala? (v) — D (v)) 


F p (u) ko (p, w) H (v, uyu 


2 
Ἔτρος π(α{ο) 4 5()) 


jf. φίω) b (u) ko(o, w) H (v, wu 
= αίω) --δίτε) ° 


UY (2.12.1) BJ W R Y pw). 

HH (2.12.1) RRE S 从 左边 作用 于 (2.16. BETAN, 利用 
与 上 述 同样 的 推理 , 可 知 (2.15.3) 是 方程 @Q.12. 了 D 在 内 的 叭 
CBS. 

3x: 2.15.1 ἐξ ko (u, u) C, H Eo(v, e) &1, xri 

Sap A — (和 人 WH, Du (e€ Z, 

| (2.15.5) 
则 在 兰 ” 上 有 

. S2-1, (2.15.6) 
Jk 45 I AERAR Εν Ip = p, 
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证 在 (3.12. 世 中 取 a(o)==0, MJ S= Ss, ΠΗ jt BE (2.15.4) 
BURNS T =S., 省 定理 2.15.8, ST —TS—7, dii v8 (2.15.8). 
(2.15.60) ΠΡΙ MER AGE HH? 一 1 的 推广 ， 因 为 车 取 kolo, 


u) 21, Π Sy = H 
* 2.15.9. 4$ 50 Ἡ e (u) EA A, QU 
(Ὁ 方程 | 
αφ! bH (ep) == f (2.15.5 
在 .22* 内 有 唯一 解 


eo f 0 
P a? — ġe” a 4- óc a — pe 


G) 在 -多 * 内 ,方程 | 
ap+bH (cp) + Ap = f (2.15.9) 


8 (E, (2.15.8) 


等 价 于 一 个 Fredholm 型 方程 , 此 处 Κφ- |, 9 GOkCo, u), 
kv, wc. 
-证 G) Bis E (2.10.8) rh kolo, u) — a (02 b (u) BRE Sk ΠΗ͂ 
形 , 以 下 证 明 Gi), 
将 方程 (2.15.9) 改 写成 mE 
GgQ-- b. H (οφ) = fo, (2.15.10) 


并 把 
7ο) - KpE" (2.15.11) 


ΜΕΡΗ, 于 是 由 全 A, (2.5.10) # -27 PAE ΒΕ 
p= Ti fo.  (2.15.12) 


ΒΕ ΤΙ MELE 


Lo 95 _ _ cw . 
ου a? — δδρ᾽ TIR "re 4 SE pez. 


Bu (2.15. n 代入 (2.15.12) 中 , 便 得 到 一 个 Fredholm 28 77 
φ-- Loa = g, 6 15.13) 


其 中 ατα, m 


154 ἘΞ PB pk Bl SEE LT lay E [5 — 


— ὦ b > 8 
Pp a? -- ὁδοῦ Ep dt be H( a— be Ko) 


d 


=| ` οί, θά, 


HEER, ἐίυ, wu) € Z", 

H (2.15.13) 与 2.16.9) 是 等 价 的 .事实 上 ， 可 引进 算 子 
Ši: 

ü Supzsodi bH (b) (ὡς Z"), 

用 δι 从 左边 作用 于 (2.15.18) WW, 应 用 定理 2.15.1 和 定理 
2,15.2, ΗΠ3 2.15.9, 

定理 2.15.9 表明 οὔ 是 复 超 球面 上 的 一 个 重要 函数 类 ,， 为 了 
2] ο, 先 证 | 

TH ο 154 εφ) ς Z" 1 


d(z)- —1 | ou) H(z u) (1), (2.15.14) 
CUag—] ΕΗ" 
eto) =) oWo itge), QU-D, 
ξιλπη--4 ν uu'—1 I 


(2.15.15) 
Wi z 从 cz 1 内 沿 尾 一 路 径 趋 向 9 ΒΗ, ΕΤ 
| limo (z) = P+ (v), 
ER, 3 pu) € Lipa, 0-a«1, 则 对 任 一 小 于 a HES ô, f 
ἐς 89 X 9008 XBQIEXC E, ERRA 2 ERM 
:时 ;有 售 计 式 
d()-—d*()l«Eli-zv| ?,. (2.15.16) 
证 0p B. o1 时 ,估计 式 | 
Pope. - e (1-9) f) — (2.15.17) 
对 wiv 二 1 上 的 w —S$CBREB X. 
事实 上 ,由 


ἃ 2.15] AF553 fat ε.α. 153 
ο. | Las puta _ 
' (Qan — _1 τομ ην (po) | 


(pu) — piw) πο 


Cini J “p= (ρω) 
RIAI, 24 o1 Pf, Xi o — aA 


HP. o(f.. te ον 
μι  |l—pwwit" 7° 


ux ~ 


EAM 2.12.4 PR m= 0, y =, 利用 (2:12:8) 妇 可 以 从 上 式 得 


8j (2.15.17). 
与 定理 2.13.1 VE VPE ΡΗΒΒΙ, 由 第 一 章 ,已 知 lim$ (pu) = 


Prw), REY 0-«p-1.H e—1Hj, ##E— [X5 p Gu) 28 2S IS IE SC 
δι, f ww 一 二 上 的 w Ei | 
|db (pw) -Dt w) |< K, G — p)3, 
由 第 一 章 $ 工 .5， 知 道 Pt) € Lip(a-— 6). 8 E E a fHE—IE 
30. 因而 存在 一 仅 与 5 及 gpQD ARES E. EW ww =i, 
oy 一 | 的 也 与 +, 恒 有 
[Dt (uw) —* (o) | Kad ww | τ᾽ 
«27- K,ll—pww| T, 

μή, irf) (2.16.16), 3:1} K— K,42 F Ka, 

定理 2.15.4 表明 Cauchy WA (2.15 14) EA zz «c1 上 
Es, Blas XUCBBEÉGO.150.14) ETBE ΡΕ ΚΕΙ, 对 路 径 所 可 
KSPR [πὶ Ἡ[ EJ GS... 当然 如 同 第 一 章 中 所 做 的 那样 ，(2.15.15) 的 右 
2), 还 可 以 用 别 的 Cauony 主 值 的 形式 来 表达 之 . 

现 症 刻 划 线性 空间 οὔ 如 下 ， 

ἘΠ 2.10.0 Zi; 9(w €. , 则 下 述 三 点 等 价 : pE, (4) 
e= hah, EZ", Gi Ho = g, 
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证 H1 2.13.3, (0) (iD JE W ABS. 

(iüi)-»(). 1&(2.15.14), HIE 22 <1 的 解析 函数 省 (x)， 根 
jM 2.15.4 RGD, POWER X ΣΕ 29 D osp), E 
φς Z. | | 

()-D, DB Cauehy 公式 


p) = σώ ΒΩ, DE G?<I), 


C904 1 j unt 


4 >u (en — 1), BUE RE 2.15.4 p Hhhh, Gib bm p/2 C @*, 


第 三 章 “ 复 超 球面 上 的 
Hadamard i fü 


$3.18] Ἔ 


Hadamard[11 在 解 双 曲 型 个 微 分 方程 的 Cauchy 问题 时 ， 引 
进 了 发 散 奇 异 积 分 的 有 限 部 分 的 概念 ， 例 如， 在 一 维 的 情形 ， 当 
a<u<b, nz»0 时 ,奇异 积分 


f... | (3.1.1) 


s (D-—u)*t 
x 8 = 0 Bf, 可 以 定居 上 述 积 分 的 Cauchy 主 值 为 
πα «κο 


如 果 上 述 极限 存在 的 话 。 当 n>0 时 , 积分 (8.1. 攻 是 一 个 发 散 积 
分 ，Hadamard 引入 的 关于 发 散 积 分 的 有 限 部 分 的 想法 是 这 祥 
的 ; 对 于 已 给 的 了 (w), 作 一 函数 σία), 使 极限 

im f 760—909 αν 


(a-—u)" 
11Η. ΠΚΕ RER RN, ο... 
4j Hadamard {8 E GHEHE m =n+ > n πμ TB J, 
世 % 是 他 研究 了 | 
f Ες n ἘΠΕΊ δὲ (3.1.8) 


(z—wu) 


b 182, e h y RS K SS BJ PER, AA ea HEB FS 3 [BLER] δὲ ΒΚ ΙΕ 
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Bi4ETSBEEH, Μακ DELHI E ας ISI T t y 73 RE BJ 
Cauehy 问题 , 详细 的 叙述 可 参考 Hadamard[1l RRRA. 

Fox[1] 根据 Hadamard Hi y, {5 BOB ARM .. DIA 635 
分 ,看 作 奇异 积分 的 Cauchy ΕΞ — ΠΕ, 并且 称 它 为 这 个 发 
BEJK, 也 称 为 Hadamard 主 值 , 出 就 是 发 散 积 分 (8.1.1) 
的 Hadamard 1:18 δὲ A 


Pf dA — lim i l^ (m) da 


a4 一 79 hn gU la (iunt 


+j | {wde Πω 2, 


ute (Qr—u)"tl 
这 里 
M n— 0 时 ， 
H (u, 8) = 0, 
当 只 为 正 整数 时 ， 
ου 


(n— ije" 


BAR, 4 n=0 时 , 这 就 是 通常 的 Cauohy 3 8. 
Map 一 co, 5 趋 于 co 时， 了 | .看 成 为 一 维 的 Hilbert 


变换 的 推广 ， 

这 种 想法 立即 可 以 推广 到 复 平 面 上 去 ， 这 时 Hadamard xiü 
μὲ Τ Cauchy 型 积 务 的 一 种 推广 ， | 

Fox 得 到 了 相应 的 ElIemej ο, EAH 333a 
及 奇异 积分 方程 . | | 

在 这 一 章 中 , 我 们 将 Hadamard ñ hyk HE m 35 ΒΓ 28 
空间 .我 们 还 是 从 最 简单 最 基本 的 不 可 约 域 超 球 做 起 。 首 先 1 宛 
Q^ αν Εφ 

1 ζωα 


Dani t= L (1— ou) "* 


83.2] JL 条 3I ΒΕ 138 


HJ Hadamard ΕΞ, 这 里 ev'—1, 六 利用 这 个 主 值 ， 给 出 了 相 谋 
外 Piemel] 公式 ， 

RM au Ph S E R), EA Cauchy 主 值 的 办 法 是 很 多 
的 , 同样 在 多 复 变 数 中 ,定义 Hadamard 主 值 的 办 法 也 不 是 一 种 ， 
Tu λε 53214, 

这 一 章 的 另 一 部 分 是 研究 C^ 中 超标 的 Cauchy 型 积分 的 于 
数 ,并 得 到 了 相应 的 Elemelj Aw. Bri, Cauchy 型 积分 的 号 
数 的 极限 值 可 以 用 超 球 画 上 的 Hadamard ΕΕΣ 335. Jr Pl 
也 可 以 看 作 是 Hadamard 主 情 和 的 一 个 应 用 ， 

如 同 在 第 六 章 中 所 做 的 那样 . 这 些 结果 , 都 可 以 推广 到 强拆 口 
EE. 

3X — AE ΕΙΡ TOR E EY 8613], [5]. 


$3.2 JL # 5| E 


引 理 8.2.1 Βοε[0, Z), RIA 
J=" dü ΠΝ de 


i -(xX—ü) (一 ΠΊΝΕΙ 9 (1— yor)" 


kam alm ( B4— Ba) 3 


这 里 
< 2 1 
δι 2 Επ (ng ey" i 


十 log (1— 4/ Lre ) — log +s 14 re * ), 
2 1 


— c 2 10  |— 
3 之 2b — 1. (1 ΜΝ ra^ ki 
Llog(1— x l—re*)-—log(l- A/1— re), 
证 dup 


Te =” Bs EE dL sd i re E 1 1 parir I r b- ri- t-s Lg Dx ulmi i ' 1 
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I- sme — 1 
"^ (1r)? 
35 z= re, Wd 
| "LLL 89 _ Í EN _ 
1 1 a n hg = 
° gds rey E — "07 £0 —2)"73 
1 2 1 1 
将 τπτ" πα. 
z(1—2) 3 (1—2) ? z(1— z)2 
RAER, 即 得 所 要 证 者 ， 


引 理 8.2.2. ik d—0, 8>0, y—a/B, MRA 


ΜΝ ΡΕ Ve (n-—1) I 1 αι pe 
4, z(2n—1l) m( |. — ==) 


. 1 u A 
BK lim | 8-1 |. (1—%,) "tá J t, 
其 由 o= {ujen = 1, a2(1— Jus |)? c AB (Tr wu)? — e? Y, 


; - a X Eat (1l pg 
Ἡξ 命 G = sin” — σα —— ^ mil 


1 | u 
λα τον (12, 


4x 


-o dé πο. ὦθ 
NEL | — te A o. 
λπῃ-1 J vU. τα —(dq—20) (1— vei?) > g (1— m ο) *» 


+ , e|. — dé -h+ Ty, 
Cóna—-i JP? y —* (1— re?) 2 
H 1188 3.2.1, 
2 T 
homer ο. 
这 里 J k= 3L 一 


πες Ë k-i ^ 
"=a 1 σε) * 


yo=| O logs ltro" yo, 
v'e x 


5 3.2] JV s 31 38 141 


Β.- x! 9 


2k— 1 Jeg (L— rt ) 3 ” 
[Log ~ VI ves 
E 


A-| _ ,log(i-c- l+ ra O, 
vbt 如 


z 
| 


m-|. . log (14 x 1— re" )v, 
vr'c m 
由 于 


1 
gd 

—4e — (49? r3 — e? -- a? (1-- r7)7) 
1 {ΓΘ 1——8 —— 


πο αγγ! 
2p > 
OBRAS, dr 
1--γι--β) n=-5, | g = A m t, 
i 


n—-1 š g3 ds 
J = 4st | 


QE ο ipe OBTURI) Hos con 
-iQgy(e --ᾱἳ ο) 


[2-5 di 


dm” dnt (p E p 
ο ρε τος λε (n—1l) 0 


[28+ (48 (L9) ta iP G2) * T 
-i C1 u 231" š 
被 积 函数 的 绝对 值 不 超过 地 6r， 所 避 
limJ,— 0. 


e£ 


由 十 ImClog(L a 13 re") -0(D, KA 
lin Im ρ-- lim Im JV = 0, 


Tl Ju — kË, Hy 可 以 写成 


142 Ξ iki EH] Hadamard + [25-53 


Απ. (ΥΣ μ. 
ο επ 


1 : 2a—3 
x| ον “αὐ 


[28— Sa tp) | 
~ila P (4 — 45) 


如 果 命 
P- BP ias /I P, Qo s [αἳ -- (at — Br), 
3b + 
[28— J/48* IH I a? 3 (85 —1) —4an vl] ? 
= [(8i* —éa 4/1 — πο ον. 
=" ° b 
-4 
7» p ΠΕΙΣ so] 


ΤΝ 


[6-3 eoe] 


- [pts cem “η 0], 


于 是 
ἀπ" (28). qi 
Hr Ta — Τὴ {Cn— ῃ 1 
f ὮΝ - 


` k<n— 3. Bf, 有 lim Πιο (4-1, 2, +, % 一 了 ,此 外 显然 有 
lim Im Ho) = lim Im (H0) =0. 
EE, 


gol A-308)3 1. 
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EM MN 
xf. Pš e(n-1 ἬΝ ἔφη OG) 


T$ EB IB A, 可 以 改写 为 I 
AS L2, Aw GB) P. a. 
"o ώρι  (Q2n—1)47 (n— 1) 


xIn( | —— αν ). 
° (BP — iav Ἱ-- ο) 3 
TR 
2 1 
T H.— -= À, 
Cg 1 ma v8 


I T E 
_— 4" 28) δα 1 
3384— 1 (2m —1) I'(n—1) x Ë 


winf[ e eja 
oL pł t(n- SP 5-009) pi 


22. Aw B a 1. 
wama (n DT (n—1) As 


ee) P ο. 
_ 2 cop EL 

Oma Ca- DE (n—l)Ma 

i en 19-0 (n)di 


x4 im 


x4 Im 


由 此 即 得 Jim] -- Im (IT, EM 。 


BON 1», 因为 


J- š 
_ "ii == D 
” (1— re) 3 


rH r-ani ma — wiku an alm m orsa n —_ SE ὁ πα n7 ----- _ Kir L "o= Aici s lE ce hr. 
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因而 lim 7,—1, 综合 上 述 , 即 得 


. 1 u Á 
TR 
g0 COnga—l1 - σε - us) na ë 1. 


(1 | 
51 理 3.2.3 a Hr Hed 2,9, p, 77 (0, - ^, 0, 1}, μή 
f Art _ 1—2mn 
lim (na 1 HN = 1 (1— A án ? 
lim | ο -- = κα. t, 
站 -了 pm Γὐπη..} ud'-1 (1 -L zu y" in 


证 [χε z(zz'<1), Wb r =p, FER Jp ERU, {4 zU = on,, 
PEE Πω’, W] zu'—w,, h U= (a), WJ 


(m 
— + 
t. > Oa Wj, 


Pril 2, Ren, + 3) (us WE αμ 104), 
于 是 | 


1 Í (2, — 1) 


Coa —1 μίξ--1 (1 - πιο) 3 


» (om ον T TETA — 3 E 
1D'r—1 


domi (L ρῶ,) 3 
= 1 l s J AU 30 
Aggi 2 in te i0*— 1 (1— pu.) à ος dis 


M + 
xÍ 一 一 一 一 一 二 一 
μη κά 


τι 
πα ρω) r es p)" 
-—l I ELLA 
ο. NT ! 
一 Wp AD b 
T Aan mE — aT 2 | ,, — 
(1 --ρως) ἃ (1—0w,) 3 


(8.9 1) 


ἄν HI = y, """, νι απ Ὅῃ- 1, Hg Fre”, Y == (Da, su" Ug —1) , 而 


š 2.2] JL 条 5i RE 


| ME -| 
'= 1 - a+] cmd --- fü ° 
WEE (4 ρω) EO σσ (1—p r9)" 52 
由 于 i . 
` 1 
ve? - rin tg) 
— = — pt yati gq-1)9 
Gpr)? — €* (αγ) i+) 
g 
所 以 Γ da —= nig J2xpr* = (2n--1)mpr?, 
-ᾱ- ΟΝΕ 2 
Ν | ΠΝ _ 2n+i 
由 此 即 得 Dan_1 11-1 nt g 4n + 
| (1 — pa) 
JB ΒΙ AE 
| Waw . 1 | CEN 
1 而 :一 1 (1— — pio) 13 (094—111 w --Ἱ (1—pu,)" 5 


MJ zU — pp, 可 以 看 出 , 34 z— p, B], od. BUTU, m C b 


须 满足 p Ü = o. AIE au, ex 0 (ἀπ). 11 XX βλ 
(8.2.1), BIB | 
lim f (ga —1)u 1-25 
Bn CUsg-—]1 J un'=1 a 一 hg 4n 
同 法 可 证 另 一 等 式 . | 
2/38 8.2.4 
_ Imu ο  _ 2nd 
lim a CUna.—1 rh (1— 2 on Arrt , 
. ií Re(l—4,)u | 2n—1 
lim —— — IM nM ον LLL 
κοῦ COsa—1 σα (1— u)" ὃ 4n ^" 
证 dT - iq 
Red — ta) < 
a-i)? a 
所 以 
Hm 1 Í Re(1—u,)4 lim 1 Re(1 —325,)9 
sm OO CO 
ωσπ--α1 Jc» (1 — wa) 2 Gua-i 49 (i — n5 


` = — 1 wu r ú = πα PERRO m adl c =. onim bh 2 Ici Ji 


. Ahn Fa ndhe s d pid : 


146 复 超 球面 上 的 Hadamard = [第 三 章 
由 引 理 3.2.8， 即 得 可 证 的 后 一 等 式 , 园 样 可 证 前 一 等 式 . 
2[5m8,2.D 等 式 | 
| omes u- 0, | — u= 0 
^ (1—u) 7 ^ (1—u,) * 
Xj k=l, 2, +, — ΕΜ. 
ip KE k=l, ff u = ref, ura. cy aci baa, ΠΗ 


1 Re TEY: 1 ` 
t=- — Wo wer ο... 
ün—1 δε (1 - uS) 21 25—1 στ 


Lar S= 
"nu e (1 u re) nta 


79 (1— ο) 


+ 1 | : Ress — 09 hti, 
τν sz 


Can—1 = (1— rg)? 
如 同 前 面 讨论 过 的 那样 ， 
五 -一 一 Im CX Jat Jo- J)o ( Ὁ Be Ho— Ht), 
a pn 2 Βου. ὦ 


i 2k—1 ape ἃ G+ re E 


το] ο @Ren)log -VIF r6779)5, 
Γ΄} 


eu = 


Ji | - (Revj)log(1-- VIF re t), 
vu - 3 


2 Reo 
H= LL lwe k-i 
-ᾱ (1—re^) * 


Ho~ | ο Q(Rovilog(1— V 1— rm), 
PU 
Hym... (Ro e)log(1-- 17 r6). 


Fi sk MS ER, v= (mi, Ta, ..., $252), [RIT Ret = f, Im v,- ty, 1 = 


300894, Za 一 SSin qi CO8Qia, t, Taa 一 $ sin g Mn ga *** HN qaas, 


8 3.21 Π. 条 5| = 147 


O«pym(ko1, 2, , 2n—4), 0<@a| =a 2m, TE 


NEAN f" LT ds ΒΒ K g Bin” U pr dg 
2k — 1 ü (1 -+ re") κε] 


Ü 


Jx 


是 x E. 
x | gin^" pa dips "` ` i BÍN Pan—t DPan-4 f. ἄφον 8. 


因为 | cos φι Επι ga dp, = 0, 故 


| J y = 0, 
同样 道理 ， J| = Ji= Hr= H = Ho=0, 
ΠΗ 14-0, 
同样 I,—0, 
1 — Ronu 6 -0 
因而 (3g —1 NM (1— uy" 7 
318.8553 — 25, RT [HA WEZ. 
a1 3.2.6 
lim — | — Bew —_ u— Ú, 
>a Ολλη-1 


μα ΞΞ1 (1 - zu’) Bd y 


t | Im —Ü 
Ten gyi ὁ με -τ (1 - ο) MM 

k=1, 2, +, n-i, | 

证 “与 证 明 引 理 3.2.2 的 方法 一 样 , 这 时 

u= Ῥ' en τόμ 
jw 

所 以 

1 Í Rewu” 1 ανν | LX NN 

(θα 1. + w= (1— n) dan—1 Nu -1 (1—pw,) F 


由 于 lmao -0(E—1, 2, -»», n 一 +)， 即 得 第 一 个 等 式 , δὲ 1-55 
式 可 同 法 证 之 ， 


IX 
[ 
+Ë 
mL 
3 
S 3 "= 
| 143 


定 
ΧΡ: 
Tq, 
Za » 
eee, » 
Ν Mf 
N .., "E 
Ego 1, 2, " 
Us κ 
..., ” 
ua, 
8.1 εί "" 
8.8. 
5| 12 » 
i ÈE 
== 
ue 
XE 


Tun d ; 
3 n 
Hu i| 
IF: 
.分界 
1 


D, , Ü, 由 ) 
n 
La 
Ὅν, | Muy 
f 
Dri 
(i) 


») 
6. 3 


一 -一 一  .  -------------- u, | 
+y 
- Ô, D ~ | 
D, ++ 3 n + iy | . I 
Uk ( Up) 1 77 j NA 
-- Ü (1— δαν 7 | 
τη T 3k 
κ Tai 
i …, Ὁ, o. 
1 n (0, - - - 
i | Por ΠΠ "FEL 1) 
JH, B e (0, στ u 
Cs Q v 
| )—f s 
.. - 0, 1) (z, | 
| i N Ü, ü i ..-Ὁ, Ta | 
. ' | aer )—f O, T 
+T, 
| z "n 0, Lys 
uy" = Z2 i ; 
i - ! - Wa) ) 
I. cda | m On a- . 
κ. Tis 
| =1 n—1 kÑ VU. NM | 
1 pn J . 0, v ivy, | 
= Uga -T 1 2, (0: ZA ñ i N 
T, = L, fJ 3 o | . . 
i a ο," 3 Τα 
SX p 0f o D 
M 记 
jas 
1 
x η -- 
G=- 
Iu 
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fO, ΝΣ, 0, ήν, "T, Ea ENa) 
— f CO, Ü, χει t Yki, un" La 32/4) 


2 
1 m 1 (0, 1,0, 1)9x a 
T, (5) -------- 1 H 
Cdan- 1 2 u= 1 (1 ΜΝ ew 3 
j (0, au 0, Ea) — f (6, TT g O, 1) | 


| ο 0, 15(2,—1) 
τα, (2) D = | HIP --1 Un 


J 


(1 -- λα. 
P .... D. Ta tH $9.) — f (6, ΗΝ. O, ν | 
of 
- 32-0, ^, 0, Dy. I 
"ERO 
这 里 2 是 经 < 中 的 点 。 如 果 : 在 满足 条 人 忻 


p(2, Pa) 
dz Ij ^ 


I y, (3) -- A fan 


(3.3.1) 


Z Ελα ps WER 
lim Z, (2) = £,, 


lim T, (2) = £,,, 
i£ pu 


(5-1, 2, ttt, n), 


这 里 
p| = (Ü, «'', 0, 1), 


p(z, p.) = [(z—mp,) (2 — Pas] : 


d(z, D) = minl1-zw | 
ες L 


W L oR w =l, M 是 一 常数 . 
imp 85 SR S 1.10 中 那样 ,条 性 (3.3.1 是 可 以 去 控 的 , 而 


以 下 极限 来 将 代 之 ， 
WE 极 据 中 值 定理 及 -5 ELipa， 有 


1 ΓΗ; AB A B FE Hadamard 主攻 [3 = ÉE 
(ACO, ^-^, O, vci, en Entina) 
— f (0, ΠΣ, 0, is, T, z+ όχι) — (0, ΠΕ 0, 1a 
- -ᾱ, -- , 9, τς T- iYe THa Ea Hila) 
—. ef »" 
Og (D, 3 0, 1) [αν] 
<E (Potty Ey (e — 1)2) 7 [os 
Ak 1 
< K (1 — vid (x. — DDT (1--αᾱ}7 
m+ Ἢ 
< Ki — m4) “ =< Κι] 


这 里 K, Κι 为 解数 ，O<tsT， 另 一 方面 ， 
任 一 如 | = I1t—22[«|r-|-1G-2»w|, 


而 
(s pow |«LG—p2 (— 31? 
«Md(z, L)«M]1-—zw|, 
所 以 li-a « CM 4-1) iz], 
即 EET >l- Tal. 
车 记 1», (的 被 积 函数 为 ge(z, u), ΠΙᾺ 
Ies, w) | «— a 


|1-- iaf" 73 
由 于 | ，， —— = 存在 , 故 由 Lebesgue 定理 , lim gu (z, w) 
sd —1 Τα uini i-r fA 
是 sw’ 一 1 上 的 可 积 函 数 Bp 1ο, 存在 , ΠΗ. 
im | | gr (z, Wu=| Hm gx (z, u), 
FERE Him La (2) 一 了 J。,， 同 法 可 证 引 理 的 其 余部 分 ， Sp jha pauk 
(3.8.1), 这 只要 将 K UR ER BS AR AF ERAS, H 81.10 的 推导 即 得 


$ 3.3] EHadamard tit 151 
prx BJ ph PR. 


XERBSG.8.1 FA I, I, (b—1, »'', π) Ans [$28 3.2.1 Br yë, 
我 们 有 


Du 0 fO) 
lim 1 TN [. a NC VES A, | 


EP) f(g) 
QU. . 
证 把 站 写成 
FAD έοι gu, ---, m dy.) 
1—1 
= Mf, ~, 0, atigi, n, Ea Hiya) 
~f (0, =, 0, da, s Eatin) — Une) | 
π-1 
+ > FC, 0, ἐδ, νι iki, στη, Ea a) 
— f (0, TT 0, Cura L Ya, un" Va T 39s ) - ad. | 
ᾱ-} Of s 
| νι 
十 2i zy Da) Ty 
n— 1 af I 
+ > y, ( Da) tjs 


ο ος ο — CO, 0, 00) ο 


8 
+ (p) Us 


-LfFQ, e., D, Za) — f (54) 一 aL (Pa) (Z, — 1) | 


4L OQ G1) f», 
(8.8.2) 
于 是 
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1 | f Du _ fé o9 An | T 
Cdan- σε (1— z ΝΕ, E F; 
f0, TT, O, ty F Me, etta ta ns) 
— f (0, UM, o, (P un Eat itn) “ 
e 
1 1 M n 
-| --- ú - 
k=] ώσι τε (1 - us) 3 
f «0, mni" Ü, 9, Dy H MR, ttg + iy.) 
—f(0, LO, Dipi ΡΜ T iy.) 


+ Si 1 f m OU; EH Yk M 
k=l Chan 1 Jv a ua 2 
+ | (pg)- —f — At τ- 
k-1 ΟΣ ÜCÓgg—1 καὶ σε (1— η "tuy 
2—1 " 
1 Of — | κά p 
7 e Os (p CUDn—1 e (1— TA n | 
ΜΓ -e Όσα ig yf (0, ---,0, ἂν) 
Of .-— 
— a Da) Ya | . 
+ 1 | eu, - M 
ar EP Ua (1 — TAE 
CL En) — —— —| — t -- T 
Umi 77 (1—u,) 7 - 
| 3 
Lf FO, »»., 0, on) fp) — W aD ， < 
. RR. τ 
ληη-1 JU» (1 oas; 
eA oo f MT - 
25—1 d (L— Ha 2 ` C 
. r; 
qt - da. 
£O μα n (1— "RAE a t , _ 


BEIM 3.2.2, 8.2.4, 3.2.5 3.3.1, REPTI By AE zÑ, 


-BLZJELEUEE PRAE m 
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定理 3.4.2 Bo HR ER PR IR us-—1 EE κ, f i 3| 8 
9.3.1 ΤΣ vu 
το S or _ JO) An} 
igal AE 


Tat 1} (1— γ 5 
n 


-C Uu) + TM 


i-i $n τσι Cu; 
- X 0)9-f), (3.8.8) 
J=] ug 


这 里 

σείυ) = fu]vu!'—1, e?(1— | wu |)? AB? (Im(ou^) e, 
ως, Jv, E Pu, ἂν, ΠΗ͂ SODRA f G Un 所 得 之 积分 , 面 芝 是 
{618 v U = p, 成 立 的 西方 阵 . 

证 PERUU- u, 则 vi/ 一 而, 于 是 (8.3.8) 的 左 端 为 
μαι [----.[ -Λώω]γό LD A], 
ec [| Wani (1—35,)*? νε 
根据 定理 8.8.1, 此 为 | 

ἃ a Ju d. TU guy 


ΟΥ ^ 4- f GU? (8.8.4) 
设 U'- (au), lj (v, +°, οκ) = (aa, »'', απ, 所 以 
2f GU") 
δω, -2i- AL v, 
fuU) δι 9f s, 
Ug =l eu; 


fX (3.8.4), BIS (3.3.8), 
二 
-—.í MOL 
Cgg-1 J ui'=1 (1— vu) y 


的 Hadamard 18, ic 7 
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P 1 | (αλ 


Ogni ο) αμα (1— vi)" 


Γίωγα ΣΑ] 
Js. 


ᾱ-»ῃ Cx — L Felt) (1 - vu) nta 


$3.4 & Hadamard + (dt Plemelj 公式 


Ub z 是 单位 球 zl 中 一 局 , 命 
| f uyu —, 
ul 0-23) ? 
M4 zp = (0, »'', 0, DRT, STAR AU F 9 Plemelj zx. 
定理 8.4.1 了 如 引 理 3.8.1 所 述 , 当 ? Mer <1 ΤΕΤΡ 


(z) = 


ὑληῃ-1 


Da 时 , 如 时 保持 
PELIS DO <M (M 为 一 常数 )， (3.4.1) 
那 末 . 
Hm 1i f IW 
npa. αμ αι uu 5] (1 -- zu) * 
-p-i.[ feu 6 
(r4 — n=l (1 — at ΜΔΕ 


证 “由 定 理 3.3.1 的 证 明 中 的 (3.8.2), 我 们 有 
| 0] 


Cian—1 J ης] (1 — m) "+ 


+ Si E 


| qu 

τε — n nl 
aiga — 1 tiu! — T (1 ΜΝ zu) r4 

+ > LIES "m | — H ` 


πες! =} (1-— zu) 3 
+ ο +] ο (ων lu 


“=L (4 — uw) neg 


Cdan- 1 


H 
Ert 
[ΡΤ 


$ 3.4] AUN Hadamard +J PIemel] 公式 


Of 1 | ΤΝ 
us Ph) — 


dgn- 1 HH'=1 (1 — gi)" *3 


fp) | Ξ 


ση τ πΗ'-1 {1 oN" 3 
d 3/38 3.3.1, 3.2.3, 3.2.5, 以 及 


Í — * __1 


Ü)on—1 ba (1 -. "E 


pur 


lim 
kaa (σῇ 1 


1 | f Go 


τ[ξ--1 (1 _ zu') "tg 


_ 3 l1 eof 
m > siu) u- Wu, (Pn) 


Hf . 
ΕΤ (pa) 1- f (Da), 


出 定理 3.9.1, HUS Br ΕΠΕ ΒΗ͂. 

由 此 立即 得 到 

定理 3.4.2 Ub f— fi ifa 是 定义 在 ww 所 1 上 的 复 函 数 , fi, 
fa 分别 为 了 了 的 实 部 与 虚 部 ， 六 请 满足 引 理 3.8.1 中 的 条 性 ， 设 
ο 是 w= 上 杜 一 点 ， 当 zz J. zz < 34 Bep Y cvs, μι 


(9.4.1), W 


lim Í | f (uyu - 
w0 — (94-31 Just-l (L — zu"? 


«ως 


μας “ 


1 | 
CUga — T ul = 1 (1 — ou^) 


-οὌθ 
s... 


这 里 
P l [ f anu 


(πι — I 2 下 "一 主 (1 — pui) n+% 


1 fiu p 1 f fau 


m= (1— vu "BEC 


3 3.4.1 及 定理 2.4.2 rbi dk bk (3.4.1) JE RI bi 5 ba ΠΠ δε 


= P 


1 
_ #1 — P. (έληῃ.. 
(οποια. Ju (1— eu F 2n—1 
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成 到 -极限 ,这 只 要 用 第 一 章 51.10 中 的 办 法 即 可 . 


$3.5. 复 超 球面 上 Cauchy 型 积分 的 导数 
在 一 个 复 变 数 时 , Gp L Ug C pR 3636 PRSE BH ZR, MU 了 的 
Cauchy 型 积分 
_ 4 f (t 
Pa) = p |, ry š 


的 导数 


ος A 


Sort 

仍然 是 一 个 Cauchy 型 积分 . 

在 多 个 复 变 数 时 , 情况 就 天 不 相同 Cauchy 还 积分 的 导数 不 
能 简单 地 遇 化 为 Cauchy 型 积分 ， 还 是 从 最 简 的 、 最 本 质 的 不 可 
约 域 一 一 租 际 一 一 开始 研究 . 

F z= 84 是 定义 在 
C^ 中 超 球 面 uu —1 ΕΠ, 显然 ， 它 的 Cauchy 型 积分 

Ε(ὼ--- + fOr 6 


CUgq—1 απα’-} (1 — σι) 


ñ ή = αὶ | 
QF(z) ^m [ uf Qu 
ΟΖ (9-1 μπῶ (l—2gwu)"tt 
不 再 是 Cauchy 型 积分 ,这 里 
ενω - (96 G) ... OF (z) 
Oz οι  ; Ea 7 


XC 趋 于 边界 ww 一 上 点 时, ΕΠΟ JE 4 ΣΡΙ. 

在 以 下 儿 节 中 ,我 们 将 用 Hadamard 3:4 3635 0 {331 ΗΕ, 
可 惧 发 现 以 下 的 有 趣 的 现象 ， 我 们 必须 把 球 画 上 两 类 不 同 的 点 分 
开 汪 处 理 , 如 杂记 


P= iv-(n, "a Tijs i" Pad lyy —1, ΠΟ, 


8 3.95] A HzRIE Cauchy 型 积分 的 导数 15 了 
E); = {u = (νι, κ’ Pg, nn, v.) |ωυ΄--1, πο), 

则 对 Pi 中 的 点 , 用 Caucby το 256). 5 AF on 
的 极限 值 ; 而 对 Ω, 中 的 点 , 则 必须 用 Hadamard 主 值 来 表示 .由 
于 Hadamard 3:445 Cauehy 主 什 的 一 致 性， 所 以 可 以 统一 地 用 
Hadamardf3edé3k. EATA $3.6 £ $ 8.7 中 分 别 讨论 这 两 
种 不 同 的 情形 . 

我 们 先 证 明 几 条 引 理 . 

引 理 3.5.1 对 单位 球 内 任意 点 2 均 有 


Laien 
τι (l — z ym 
这 里 m bei σι, j—1, 2, 0, n. 
证 设 cz τρ, HO y PRU, 使 得 2U — pp, iX Hp. 
(ο, ---, 0, 1)。 作 变换 4 一 w U, d U' = (aa), Wü 
u= M Qu Ἔδει 
于 是 


— - | Lom (3.5.1 
E (1—2)^ 2 tW = 1 (1 — pw) + ( ) 


当 bn, 
20, qD B — *[ do _ | 一 - 
|... (E — pwn)” |... ΤΝ (i—pre?)" m eel TU, 
对 右 端 积分 作 变 换 v, — 89: £ (8 0, j=], δν, #— 1), pii] 


j se^ | _ dd 
cl £l 
所 以 | mé 0. 因而 


| — μμ (In). 

wie (1—pw,)"^ 

M =n hj, BOT 
7 re'* dg wu #'(m--g) -- 
|. (1— pre? m = 之 (oti (πε) p 
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uL 
{α-1}6 πρ... 
x| gr gg —o 


die [oa ge 
把 这 些 结 采 代 入 (3.5.1), 即 得 所 要 证 明 的 结论， 
引 理 3.5. je s 是 单位 球 内 任 一 点 , 则 有 


1 | 1 ν ` 
an Jenei (1— zu)" Dg "^ 


-一 一 | _ Uye Wo 1 δι 
Om- diol (l—zw)"* m ον 


这 里 4, k= 1, 2, ".. 11, Uy = my 24s, 
, 1 | m . 
(Οζα) = —— .5 
证 di (z) Qan Z λα απ τε, 


根据 Cauchy 积分 公式 以 及 引 理 3.5.1, 有 
αρα; 
G (z) 2 | Han- 1 |... (1 — gu)" ti 
l | Mg ` l-5 
+ COga—-1 ea (1—2zu^)^ τέ o Zk, 


TE ΚΝΕ 
这 就 证 明了 第 一 个 等 式 ， 同 样 办 法 可 证 第 二 个 等 式 . 

引 理 3.5.8 设 fos (TT Wn) = fw + όχι, ui Latin 是 
Eø <i Ens Bak, 如 果 L, ai (j21, 2, …, n) # 
在 , ΕΠΕ ww 所 1 土 分 别 满足 多 - n 阶 --- 条 件 , 那 末 

(1) XI ἡ, Ε--1, 2, ub" n-—l, δ} 2} 


tu, [F (6, -*-, Ὁ, Try e, irs Ea fa) 
— J (0, T O, $4, ..., y F 446) 


9L e, 
pal δαν (Pd 


Oga Jaw- (Lu, yt 
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s) 
B -T- 4. 
分 的 导 TS wo 
hy AR ΜΝ ; 
球面 上 Cane | ΜΉΝ - 
Is ig .. UD "I | 
| " | Ü, my+ 
uil f ο ο 
| — f (0, ᾿ 
; o gr Pbi Ν 
一 一 Cf, (p (1-14) (0 " o, 
ο, οκ) — f 
B yg j | 
{όπη-1 2 Ἡ wl Ff - -- » 
| - = (1 — tun) 
mE 
Ig = 


) 
H Ü 1. Za T dj — Ü a Ü a, 
( # un A | 
H ; x f 

| :LF ΠΕ, 


t 
Cha 


Hs) 
T s 
.., da | 
D, Pd ΜΗΝ 
I ο, ἐψι, t, 
(i) jid > rac 
ο NM 
— (1—2u 
᾿ | 
I9 (zy = = 


ey VU.) 
.".., Ü, 1 ΜΗΝ .... Du 
us [ f (0, ... o, nas 
—f (0, , 
Of (Pa) q/ ] uy I s , | 
| w (0, μα. 
O, Ty) — f 
f = 1 ".., ν 
u [ f (0, να 
Οἵ 


uw, 


n 


%, 
*-+ 1 Ν 
rs f(0,-,0, c 
Ü entitat — | 
P (2) = tan_1 ua Lf "M ; n - 
l | — (1—2u 
᾿ |... 
I% (9) - —L— 


. 
ο era 
+ 
m 
LI 
F.n 
hg 
d 
LI 
LI 
IHd r=- 
sji 
-- μαι. 
τίς Hill 
u- 
-- 
[Ir ..... mined 
r- 
> 
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XX E z RE ΡΕ BU K. WME ο ΜΛ ΚΗ3.8.1}2 PART Pa 
则 必 有 
lim IO =, Him ή) = 292 
(j-1, =, n=l; k=1, =, n). 
这 条 引 理 的 证 明 与 引 理 3.3.1 的 证 明 相 仿 , 同样 ， 条 件 (3.3. 


孔 是 可 以 去 掉 而 代 之 以 五- 极限， 
31 3.5.4 3 j=l, 2, -, n—1, 有 


| — 5 «0 
Ur. (1 — up) "tt ᾿ 
这 里 
= {u [uu = 1, o^ (L — |1,|7)*- 48? (1m us) 778, a>0, 6501, 


证 命 Un = re”, Ma — $1, αμ. Un- ~ a-is il 
J u, T -| D ù l Γ dg 
Ug (1 — Ua) n+1 pb s 3 -ᾱ--ο) (1 _ re) fi 
ο ir dg 
«E (1— rg?)"*l | 


— ας de | 
小 = nof τα, Γι vta, 


= ain" vi :i 
这 里 Ü — δα ^ 
把 1, 的 内 层 积分 记 为 plr), (EAE 3& a — tt C, H T c -1—9vv, 


EK 
].-| -- σιφίτ)ό-- | e" b o(r)-e A, 
VU s 4 


所 以 74—0, 同 祥 道理 75-0, 
58856 对 于 jj 一 1 .'., 一 1 不 二 1 ú, 有 
lim 


em Gani J. EC ¿= 1-3 CE PETI [δα 


: I u . 1 
μα ju uen ὁ "sali 3 Gg) js 


Ü — £Una—1 
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ut — d 
_ | Us Ty 
Glos 1 c. (1 — Un) 24-1 
— 1 | us pA? M Í | Yy tH - 
| — — Αμμος. 
dt03n—1 Ja, (1—uQ,)^*t dan Jo. (1 — tpi "++ 


(9.5.9) 
WF 3.5.4 的 证 法 一 样 , 易 知 


J. — 9 (1-1, ΠΕ, n-—i, k=1, Ttt, n), 


(i εκ) "+ 
(3.5.8) 
W a Seu io GER), (8.5.4) 


M J= k<n FF, ΜΗ ΕΗΧ j= 1, 
= — | CORN 
Jos 1 i (1 — Un ) nt 
-二 一 | μην. 
Han- UO τε οι] ° —(z—1) (l1—rg$5^ 


“° ἆ  .— 1 23:17 dB . 
| (1— Sar) + n1 μα. | 2x ἽΝ (1— re") ni 
= His, (8.5.5) 
A WC) | 


T, = 1 Im] $i Ja- $) H+ Ja- Hol 
29 πας] ΚΞ 


| νε [οι P (z — 30) 0, 
其 中 


1 . 
° Jores |a log e t, 


CARE: 


Je J e AAT 
" $ weg (1> re t)*? 


1 . 
LI 3 www rII. 
Ho μα. [0 3 gie "^ 


" = “e TL Boei ας "r μὲ ph 2 | p= m Fr =- ip 1 "r-r i ..: αμπηαη ματ C 
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πι as 
ve £ (1 — (1—re9)* " 


QE v — (ia, fa, *"*, 1.3), JHERAE ER 
i, —$0089., ta— San qua COS qa, e, 
Ísn 27 S sim p, Sin ya -- Sin ga, a. 
Wr [τη |? — 2 + # — 8! (cos? p, sin? pi cos? ps). 
于 是 
= 二 | -f F (cos? gs + ein? p eos? pa) 


398 一 4 ἃπ-. 
x sin ^^^ g, sin ”gan pan 4 qa φον. 


x [ p agam pae 


28 
_ ᾷ κο š s2n—1 gs 
对 内 层 积 分 作 变 换 


9 一 一 ， s— a m t, 
P3 ESZBI S ABA 
(28)* | -e+ ABI TP) T of I) 
— é a? η (1 — 19) ] dt, 
HAERERAA, ECAH 0-90 510, 因而 
lim J =0 (£—1,9, =, n). 
HERA ΒΞ n] iE HH 
lim Jo — 0, 
fü J, —REE, Ἧι π| 1 ἘΡᾺ 
H= (P. [ (7 Cof p+ sin? pico gs) 


x sin?^7 g; ain"? η" ° "BID Pana Gat Panz 


83.53 复 超 球面 上 Cauchy 型 积分 的 导数 
x Gs | e (28- AB P) rat 71) 
— ioca  (1—5)]-*dt, 
id Pj EA Me 则 
Μν-- (28) | i7 475 BP — i TTF) + Ο(Ω 17141, 
显然 , Np σπΗ, 
lim M,-- 0, 
当 £ — n μή, 
00x rona Ë gn di 
lim M, = (2B) | (GI? — ia /1—1*)* 
omi f ανα da; 
ο (r—éyM/t—al)" ° 
在 第 六 章 中 将 要 证 了 明 


πο([. 《出 一 στ y) 


于 是 得 到 lim Im(H,) -27*2(—7). 
直接 计算 可 得 
| Gos pi + sin pi eost oo) 


x gint gp, sin"? gosin gas ca dqi dass ED 
因而 lim Im (Hp) = 
35 3.3 g ub BH 

Hm Im( 15) = 0, lim |. : [οι | (c — 2e) = 0, 


把 这 些 结果 代入 T, BEA XL, 18 


my (ss a+ B E;). 
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limZ,—Hm -—1-Im(H,)- — 
BÓ η 3 


gl 


e s 1 

έλη. 1 {η Κα ΗΕ. 

ΠΧ ΕΠΣ ΛΔ (3.5.5), 即 得 

1 al” qu l πα. í 28 Y 

a Riwan J. (1—243,)1 É 2n E ira | 
(8.5.6) 

BEAR dü αι HR u (j—2, σε, n—100, E qa xr. 8.5.3), 

(8.5.4), (3.5.6044, (3.5.2), MFB Spa. Im ση 

司法 证 之 . 


ΠΗ lim i= 
z—Ü 


S3.6 部 分 特殊 点 处 的 极限 值 


利用 上 节 这 些 引 理 , 便 可 证 其 
定理 $3.6.1 E J WE S| £9 8.5.3 WRI FQ 为 了 的 


Cauchy 型 积分 
__1 HOL 
F(z) m O34 1 ME I — zu)" n 


当 z 从 超 妹 内 部 趋 于 ps J. UR E (3.3.1), BERR 
j—1, 2, τη n—1, 


HH 
a π J CM 
im -页 人 — -- πε. 
T + (—ë a 4- 8 Es (κ), 


这 里 | 。 表示 Canehy 主 值 ,定义 为 tm| . 


证 显然 
oF — wf Ou , (3.6.1) 


Ou ώρα | s= (Lgu jnt 


一 


$ 3.6] 部 分 特殊 点 处 的 极限 值 
由 (3.3.2), ΠΒ 
wf (w) 


COan—1 ud'—1 (l— 211’) π 1 


一 > [Z2 (2) + Z2 25] 


jan—1 


pu Of 1 | TATAY 
+ (g "u'—1 (1 ως 


5n 
k= l ον (四 一 上 


oj 1 T TEN 
+ Das (Pa) μα | 


， ἃ 
κ... 


Ganl Jwwe-i (ἱ - ᾱ ntl 


m... 


fp) Oe L-| - 


ü'-1 α-αργι Sa 
iiam 3.5.1, 8.5.22 3.5.83, 我 们 有 
lim Wf ayu _ 


sp. ανα Juir (1—9/)^"*1 


= 2 Q3 eu OX 


1-1 (1—29)**1 


| wes (n, — 1) e 


"wu 0f 1 [ πο 
十 — O, 
Qa, (Pa) e =1 (απ -οι γη 


L (pa) 


2nd oy j 


s l of 
= 4, (j 
p2 (IZ n, 十 m eu, (2). 


吨 一 方面 , 根据 引 理 3.5.83 8.5.42 3.5.5, XB 


im 1i | u f na 


“Ὁ Qui Je (La) 


- Σ (T@+ IP) + 3- (pa) 


+ p.) zz ΚΥΡ 


- $) LAIL) 
eLn-3([4 73] ip, 


Tb 


ολλ. ον ωρα a oun . 


πι 5 


(3. 


ΤΝ 
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6.2) 
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nager) -— (o0 πο ον 
=1 


Waa Juw-10) (l-—««,)7t 


-i- zz α-- B ) ΓΞ (Ῥω, 


代入 (3.6.2), ΡΒ Brasu BJ TES. 

定理 3.6.& j= fo Lif, 是 定义 在 wl ΕΞ 函数， 
fa, fa ASW ESE 3.5.8 的 条 性 , W FG) Ἢ f Gu) BJ Cauchy 型 
积分 , 记 

Py— {v= (m, --., Ur, tn, m) ov —1, ὑχ--Ό}, 
如 果 z 在 条 件 (3.3. 了 之 下 从 单位 球 内 赵 于 Pi PAA v, 那 末 对 
k—1, 2, e, n pf | 
lim OF (2) = us f (uu 


ap Oy ()oq—3 ο μη =1 (αἱ ισα 
1/28 ve 
ox) L (o), 
这 里 右 端 第 一 个 积分 定义 为 
αμ] (u)u 


Cóga—1 Λεῖ-1 ΜΠ vut 


220 Ghaat eG) (1—95^)"1 


ej. ux fa (wu) | 


e (1—oew)*")" 
而 
c, (v) = (u|uu'—1, e31- |ou |5? --48* (Im vu)? > e}, 
证 ΕΜΕΟ, 使 v0=ps, RU = (s), Kvo-pU' 18 
(Qu, ^8, Uu) παπι, -"', Clan), 
EE z, = ο, fig uU = 90, 则 


μ--. 
Ux 一 >à OE Wi, 


ja zU =t, WH zu 时, Cp. 于 是 


HT arita ο. A: 
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| _ Mu fi _ 
uE I si zu) n 


lim 
Z—0 on 


μα εσυ J 
> ! an] lim fa ΟΠ: JauckEs—I 1 -- wy t 


-5 wf . 

"i ge E 3 J ρα) o Q cett nd 
zig δου; P» 
ef ου 

[ogg αι Jursi (1 --- yutti 

"rts Ree 


us fi Cu) u +Í 28 Y Of, (9). 


Gani Jusi (do 3, 2λα -β} Ou 
对 了 的 虚 部 户 可 得 同样 的 结果 . 
E LIEN BR a— 6, WSA ASK 
Pt Bu, 


d'2i (1 -— qu! yt 


++ 


------ 


这 里 WA 
如 前 面 8TI.10 所 讨论 的 那样 ,定理 3.6.1 及 定理 3.6.2 中 的 
3.8.1) JE BY EL ΡΑΗΗ MERG K 极限 . 


83.7. Hi Hadamard 主 值 表示 边界 什 
本 节 讨论 Canehy 型 积分 的 导数 在 球面 上 一 般 点 处 的 极限 


fi. 
5η 8.7.1 
. 1 | Mas Ty Ti (1 
lim Qa-i ο αι (1-29) κ 2n Önt Du, 


lim — | eA ud: 2 μα lo 
£1 COlan-tl BM" = 1 (1 —2u ) nl τό Dog. Ong Önt, 
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tim | UEM E s.a. 
sp. (απ. 1 Juü "o “ AN di ^ 
WE G (z) -- | — ae — 
fip (2) Oga-1 οτι  (1—2u)" ` 
因为 ~ Catt), m= eru), 
所 以 
1 Uy Up-d- y 1 WV {-πκτη - 
Q ay = | | 
(2) ds laa τος . { ) 
IR Cauchy 积分 公式 ， 
1 | Mp Mi . 
————— M — 
Wmi μπι  (l1-2u^)" ^ 


En ob, 利用 证 明 引 理 3.5.1 的 方法 , 可 得 


1 | αν η 
Faang juw-1 (1-— zu)” 
-Yaa | Cd 


Egga i=l 31 um -1 (1— pin, )” 


1 aun | kl 
一 —c Cg CL ——————— HE 
cyan_1 2: HUS μα — 1 (1 — pos)? 


不 难 算 出 
| «05 | 3 w UL" ;—1 
— 0 ο πρ ιτ τν m 2, TT, , 
ME 【圭一 pttp)” (πι 1) (7 ? n) 
1 J TET ` — 1 
Y ioma xri (l—zw)* ^ dn Sus 
δὼ ἯΙ 
1 | TTE z 
Jaa-a Jwuw-1 (1—2u^)^ 
I NEC a 
= 一 一 一 M μὑ-0 
YW 23a j | oui (1 pi," 10 . 


把 这 些 结果 代入 (3.7 .了 1D, 得 


G (z) ~ 地 Zy nt ὄχι, 


1 ier Lupi Μπα r aM! ihi ια Aurrkaepw RUD . ἐλ! «η ENF καμπή DAR p U (ἅμα τ ΠΡΙ αμ 
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由 此 得 


Jim ——. au (gy = I δε Ou, 


这 就 是 要 证 的 第 一 个 等 式 ， 同 法 可 证 其 余 两 个 等 式 ， 
引 理 8.7.2 
lim πο — 1) - 


e) day- Jm. (L — ty j+ 
_ 1 ,1 "c (n—18 
2n Uy (ο) nla+ B)' 


lim | πμ 
20 Con Je,  (1—905,)" 


"imo 3G.) xeu 


u-0 


im D ante 
e0 Gant Jo, 【下 一 an) n 


(&=1, 2, "Tr n—1), 


—— f nf v=) 
“Ὁ O33; Jo (1—9$,)^* 


(£—1, 2, =, n- 1), 
证 先 证 第 二 个 等 式 ， 册 于 


— | πως 
Oni Je (l= up} "t 
Í Ma έν _ 
Noon Jos (1— un) tt 


. 证 一 2.2 
πα 280 
Cua-1 drie E e Ω-τοθ}η: ὁ) 


4 | 1 | ` f i ga 
Lf TD! a _ x (1 — re^) 23-1 
-- δὲ + iy, 
以 及 
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一 村 人 ”人 
[ (1—rg*) T 77 77 Jae Cages? 


HP see d e 
; {r pare 一 rn"  (l—z* di 


EJ 
#1 
à n (l-ctre7)*"  n—1 (1-re ®t) 


1 P un A 一 由 
+ 2: i Meer ti log ( —r67*) — r? Jom (1 4- re ) | 


r*—1 r*41 EU T 
xd ey tD Gs py 


+T“ log re* — r’ Yog (1 — γε) I 一 地 [Bi 一 Ba]. 


TÆ 
ú 1 -ᾱ δα ο g7) 
B= aa jesse. e aer αθ)ὸ 
-一 一 1 Im (B, 一 Bav 
V4Ouga—1i1 J pus 5 
1 ! 
ἕω". πα (3 gilet do- j- (Σ Hy oÍ Hi )} 
其 中 
J LA ο T—1 " 
` n pb (i+ ret" ᾿ 
3 ` 
Ja eer ὁ 


C ni pU É re ο) 


noi - τ 
Fd Jeeg G +tro tp 
(k=l, τὴ, n— 2), 


J = f _ ` r?log(--ve-)o, 
vbt g 


| A- |. r log (1 + re) o, 
σσις S 


1 r*—1 
dip =- — AA 
n Juves (1 _ yg" 0 


-— 


$3.7] 用 Hadamard zzi XGA EH 
rpi - 
Hai 7h — πι A lus: 5 ΜΙ rene 


Hy- Ë 2 ers (L — UL 
(k —1, 2, tt, τὸ-- 2), 


H= | r? log (re^) v, 
vut E 


Πι--[ σος s? log(1— ve) 6, 
DET a 


用 引 理 3.5.5 中 处 理 J 的 方法 , 容易 证 明 
lim Im(Joj = lim Im (Jt) = 0, lim J3—0, Ek=1, 2, 


JÚ F lim Im CH) = lim Im CH?) —0, 
而 

1 i-r’ . 
αν Μα. 


o ml ( 0 — yt?) γῇ - 4^7 -ᾱ E 


u (n— 14 (n — De gr^ | IBP — iaw 1— Om 


所 以 
, DT yal e" de 
lim Im (H, ι) EN Im (f. 0 (z — ir (s—ir MI dB) = 
-T Ta) Lg E 
用 完全 相同 的 方法 可 以 证 明 . 
| z^ if 2B 
lim ImCH,) = ~ nl'(n—1) ay: 
lim Hy=0 (&K&=1, ἃ, ''', n—2), 
于 是 
lim T; ---- - — lim(— H,—i1,4) 


|. 1 ( 28 "1 Btw | 
δὲ καρ n(aT B) ^ 


-h  -HowUnau ele nb amc -h a RA -ι ibn d μις RR Ca ασ ee CREER. 1 Ι- dr το Τη nc -` = 二 
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HA 1», 由 于 
[ y^ ( 1 --- g^ 


= Ey { (n4-9g 4-1) γρ tag _ 478 — 9 
A TG DIG) ΕΡΕ... 
Eri 
: 1 2m 2a" | apo 1 
dm ἔα d? wai 4 (n— l1) QU s) "ds— 2ni " 
综合 这 些 结果 , 即 得 
lim — Í _ J 一 
απο Oanl -- ea 
ils A) erg 
ΠΣ -$ X niat 8) 4" 
注意 到 
Jim 1 J Ms —1) ο. lim š | aa ο 
e>} ἑλμ-1 σι (1—4, jen =Ü Εῃ-1 Jo, (i—u,)"*! 


EL — mu 


&— ται (1. — Ma) n 


. : 1 Ma 
us lim wan- |. (1 — T O^ ο 2 πρ eg) ᾿ 
即 得 第 一 个 等 式 ， 用 证 明 引 理 3.5.4 AI ENR δε AM 8 


ARM. 
3|38 8.7.8 x] 4, j—1, 2, =, n, i+ j 2n, 有 


。 I VF a T Ty ο... 28 — Y 
ppm J. τς την ία ow, 


Γ 1 | a 1: 1} — 28 
lim Cey 1 Tp (1 — Ma) "1 . - án a E) Ou. 
i 由 于 
1 τα DP du 


"Oma Je (iu) 


1 J Μο πμ Fa a ` D 
Ta (1—2, jen u, (8. 7. 2) 


£& 3.71 用 Hadamard EEE mAT 1τ3 
245 4x5 7 RF. AAEE 3.5.4 的 方法 , Em LERGA dH 
= 过 不 妨 设 2 一 7 一 J， 用 证 明正 理 8.6.4 的 方法 可 得 

VS o | κά ϱ — (3.7.9) 


— 


e; (E—3,5?^'! 7 (L — ua)" 
"n 
KACA 24 sl Ë re? då ! 
σα (1—u,)** 3 ος E es] vj 2Re e (1 — rennt] 
g^ 7 rg? d? 
eb. ("i ἽΝ (1— γε τή 
= I, + Ís 
最 然 J í = Ü, T. 的 内 层 积分 
ο reda «2 d 1 ú 1 } 
2Re | "σα retji pg?) nti m im G-r g 5) (1-- rei" 3 
因而 L= lma Ha, 这 里 
_ 2 οσα _ 2 Jole 
Jam n Joret (T+ ya πλ’ H, se 5 ΚΕΠ rg?" * 
在 引 理 3.5.5 中 已 经 证 明 
ap" A2 n" 
lim J,=0, lim Im (119) =— Ar τ =) , 
: _ ᾳ 25 
PP Hm ἐν = ni (τε) (2) 
. ` TED | u — --- 25 " 
Bu nm ον (1—4u,)"7*1 Tg) + ΘΗ 9 


jg (8.1.8), (8.7 494 X (3.7.2) 8 


1 Ua Ti | +f 28 

Hm igy i ὅσ um ΄ GE) I 
iic. PE z (2=2, +, nD, EARE., ὨΚΗΛΙΕΒΗ f së — + 
等 式 . 用 完全 祖 同 的 方法 可 以 证 明 第 二 个 等 去. 


2138 8.7.4 
. 1 uam, — 1)? ` — _ Í 
lim COng—1 σα (1 一 ug) bin i n ' 
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| _ Ma a ga 1 
se — COS8Q—T dn 


证 先 证 第 一 个 等 式 ， 因 为 
u= D|. 1 
| (1-—u, yr |1—u,l^ L” 


故 积分 | OC D pe, 因而 


"Pul (L up)" 
Πα a Du 
(3.7.5) 
男 一 方面 ,假定 % XE EZEEEO.3.L1) TET p, GX T 38 E n[ p! ë 
EA 极限 ,如 前 所 述 ), 那 末 
| u (fn — 1)? *_ 4 | Un Cis — 152 > 
κἲ-1 (] — gu jnt Gag; «πρ (1—u,41" 


(8.1.6) 


lim 
i Όλη 1 


HEt (3.7.5), (3.1.6) 


i u (QG — 1) - η 1 2 (m — 152 - 
Hm απών 1)" C lim. | 生计 Y 
ερ». Wan-1 Jww-l (1-- ΡΝ ε.α Ἴλπη-1 vu» (1—u,)" 

(3.7.1) 
1 (m, — 1)" 
G iz) = | = u, 
ia ( ) Gayi μῇ,- 1 (1—2u)"* 
则 


1 z 4 dat, -- 9 ` 
G (2) = ME εἰς ust ne : "Du Un tt, Ç 


= [2 L A— 2 

u το. ο) 

S Suas 1)? c 1, 1 
Oz, (μα 1 Jutu'-1 (1 — zu! yn 2 ? 


επ. . 1 


lim Etagi —JdW-1 (l—zu yl — 9n^ 


AA (8. UD) BIS SR TEA. 用 完 爹 相同 的 方法 可 以 证 明 


所 以 
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lim 1 | u | T — u, [ "T 1 


α- ἕνα 3 (1 —4,) n+l "m^ 
注意 到 
_ 1 _ tin Ye . 1 u |1—:1,/? " 
CJ3n—1 |. (L— a) "+t ^ COlag—1 Í, (1— u, nti i 
一 1 tin (Xs — 1) P 
έλαῃ. 1 j (1— up} H u 
EU 3-93 ΤΗΕ ΒΗ. 


32 9.7.5. X b, j=1, 2, «o, n, b j2n, 均 有 
一 = 一 | _ καν go 
v ( | 


Wan_1 1—23,)"7t 
Xj 31, 2, dd 有 
lim 一 二 | KACE Si 0 


emp Gayi (1—32,)**1 ° 
iE ΗΓ 
f Un Th Ds Lj i Ma (y ti e ts — Mg Ma — Uy) ὦ, 
σο (1—49,)"1 Jé Jo, (1 — ip)” t! 
mE ἐπε}, ΝΔ ΠΙ ΓΡ ΥΕ. SR E-jen, W 
Í Untsu g 3 [ “suk uk) ϱ 
oe (l—u,0't At Je, (1—4u,)**1 
利用 证 明 引 理 3.5.4 的 方法 , AAE BB. ἸΧΗΤΙΕ 
明了 第 一 个 村 式 . 


4 j=1, 2，…，% 一 工时 ,第 二 个 等 式 成 立 是 显然 的 当 p= mn 
时 ,由 于 MM 
Un (z 71) fn = 1 —, 
(1 — itp tt ] | 工 一 u | 3 
用 证 明 引 理 3.7.4 时 同样 的 推理 , BA 
| 1 ` My ta — Dia 
NE (1 — gu m É 


1 j u n — 19h. 7 
σε (l—wuj4^"- * 


~ ὤπμ-1 


— fim 
τ {απ 
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根据 引 理 3.5.2 和 引 理 3.7 - 工 即 得 


lim m 


CLR SLE aque ec y, 
na  Ca4—1 NE a ay a dt " 


故 第 二 个 等 起 世 成 立 . 
有 了 这 些 引 理 , 便 可 证 明 下 面 的 
定理 3.4.1 κενών EAKA, με 


WFR, E 
us [J (τε) τω De) α 
Πτα tian- 1 Ja (1 — T κ) +I 
仓 在 , B ΒΕΓ 
Ga LAS 25, d, i-o.) dj apo 


—. 921 — fip) 2A AR TI, 
Tb 2 Ou; Qu; Th Ou. δι, 


π-1 Ν ΗΕ πα 
这 里 Ga) . ds n(a4- B) ' 
I E—^ 353; Bx. 
证 Hp Taylor 公式 ,有 
J Gua, μ.μ tin) =f (a tH ἔθ, ..., Ta T $44) 
-fp) + Sj STU wt EPOD ο 
2] n 


f Ppa) 

+o p». Eg; y; 
fp) MG 93] (Da) — 

-51Σ Brodr ' RES 2 Ox, Oz, z (2, —1) 
HZL Pa) (P9) (a, —1)*--2 Ὁ o f (po un, — 1) 

ox iat Ou, Tn 

uad] y - τὶ 
Ms 2: fi Om Oy, ud t Oy, €; A REL 


(3.7.8) 
这 里 RaQu)dÉ—BNEpAIE. EAA 


s 3.7] FH Hadamard + (853532 SC TE 177 
R Gu) 2O(|1—u,|9?), 
故 积分 一 一 | LR 存在 记 它 的 值 为 TI， 由 


θη} Jewel (1—4,)"** 
GT. 
—| u [f (2) — f (2) 1 
ζω (1—4 Q^ 
— SETAN 43. ΡΝ 。 
2 Od, dani n (1—2,)"'* u 
+ fp) 1 f nn Duo 
OZ Qag—1 πε (1—u,)^ 


ow Sf Pa) 1 J Un Ys u 


j=] ÖY; (4—1 {1 ma 14" ri 


+i Στ δω. pn) αν | o Mam ᾖ 


ἐν 2-1 OU, GJ CO3a— L (1 -一 nil 


&—1 — u . 
+2% ej ( 4) τ - jJ Un Vil Dn L) " 


τι Όσα (1—3424,)**1 


十 e (η) 1 | Y n (n — 1} w 


1 — Un) eri 


pad PERO 1 f mG D ϱ 


ία OU 82, an (Lu, ya U 

— | ， 

A e ] EA — | Un Ὡς ΠΗ͂ ar 
- 2 > > Em Oy, (0941 Ts (1 — ta) n-rl 


SA GFF Pa) d — πα ) 
+ >, Oy Di  COmw-1 |. (1—354,)^*1 T 
1 us a (qz) T 
+ Can 一 1 J. (1-—u,)" K 
根据 引 理 3.7.2, 3.7.2, 3.7.4, 3.7.5, 我 们 有 
; 1 u L f (u) —f (pol | 
=) es d. G uo” 
Of C Pn 
= [Ire da) see, Ho d, ) AM 


ες. 


ji τ 


obi ΓΕ} aon Με; μμ ο ME. ο. ru n ra E B LL Le n r EET. iid o ' y Bars Tah 
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整理 以 后 , 即 得 所 要 证 的 结果 . 
定理 38.4.2 了 如 定理 3.1.1 所 述 , v ERE EES R MWR 


极限 
uy Ef (u) ~ (v) —1 90 L.. 
lim Cdn —1 — js ( 工 一 qu) (£—1, ἃ, , nj 
下 在 ,这 里 


G | (0) = {uuw =], o? (1— ιν [33 AB Gm Cow)! sek. 
iF Πιτ με, d eU —p,, fruc U, 15 Dr — (αι), πὶ 
uy = S ag uy, 
1-1 


TÆ 


1 | url f (ω) — f (921 
ην 1 In (1 — vu') #41 

— i — 1 zb [ (οἱ) . (XU ; 

B 2: σα Osa |. i (1— 25, yr 

ws Ef (anl ) — y (p, U] - | 
Wigg- «σα ασ... 20, (5 T.9) 


在 上 式 右边 第 一 项 的 和 式 中 , 由 于 


F iink 


RA 
， 1 au, UF (ο — fip 214 
o wo Je OU ls 
to, f (oU 
Tim G)3n—1 J σε τα ος A 
在 定理 3.6.1 的 证 明 中 , 已 经 证 明了 上 上述 极限 存在 , HERE 3.7.1 
知道 43.7 ,外 竟 右 边 的 第 二 项 极限 存在 ， 
称 (3.7.9) 的 左边 的 极限 为 奇异 积分 
x f (1) w 
Wasi οἱ ρα (1—2aw "t 


的 ITadamard 44, I 5 


$3.1] JH Hadamard ΠΠ} A (8 179 
L [| o Qu 
C)igg—1 + μμ 1 (1-- vat") n+l 


— lim 1 | va Fu) -Jœl y 
σοὶ (J w+ 


ecÓ0 — COg6—1 


从 定理 383.7.1 可 得 如 下 的 
ἘΞ 3.7.8 μυ. TEn 


us f Ca) 


zm an Juu-l ποστς n 


-P+ — f aD so PEP) 


uẸ'=1 (1-— Uu, ὙΠ Qu, 


Of Pal Cn. L - Of (Da) 
— (Ca — 26, dl 一 
) CU % fi ue Os 


这 里 z TEARTE (3.9.1) 2 P ATE. p. GRAF C92 1) nf EU Bu TRE Br] 
ie B HB EE, dE RI DIL 55} EIU [IER K 极限 )， 
E 由 分 解 式 (3.7.8) 可 得 


-一 一 | dn που 
CUag- i1 + u=] (1 — 2) Eis 
= fCioJ TH 7 


ani Juw=1 (1— mt 


(WS 1 πμ 
¿=i ATi Gas 1 an=] (1— gu )"* 
κ. Of p.) d | j _ u (Z —1) 5 

δὰ, πι jugi (1 —a ) "+1 

(m$ 1 (000m — 
2-1 CU, Cao f uH =I (1 -- zu! y -- 


LPS DM. 1 Í u ἂν ὦ) τὲ 
2 [ai zO; (034-1 Jwuw-1 (1—2u γη 


1259 Sf p tum, ος ` 


i=1 QJ, n Olga. Í |. =1 (1 _ zu" ) n+l 


4 ο SL. = Ἠαίϑα-1}᾽ 2 
(3g-1 ἐνῷ-ι (1 — zw yari 
+25 P (Pa) 


— | UM y σον 一 1) au 
πι OM OQA ὠρν-α 


ud —1 (1 -- zu) m+ 
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NO wo Cf pn) 1 Uu. . 
+ 2 2 a | .. ΤΟ 
2 151 CX, Oq); (αμ 1 iu'—1 (1—zu)"* t 


pw 2C) 1 | Vn Yi Yy τὲ | 


(i POROY, Wmi ντα (1-—2uà)t** 


1 | ta Els) ` 
(55-1 Jup-i (1— gu) ^ 
因为 Rs(u) - OC|1—2,13), 
前 已 证 明 > 
所 以 YRU) |< £ 


(了 一 zt ση i ni i-a 
此 处 五 为 常数 , 由 Lebesgue 4E RE, 
lim | vn Hs (w) 


zc PA 3-1 τμ η 
_ 4 u Balu) s 
033—1 " (I — up)" uci. 
由 引 理 3.5.1 8.5.2 E 8.7.1, BE 
lim 1 | mf 
re (1 一 ο 3 
“y l fD 1 om) g 
Deo 81.19 
但 由 定理 3.7.1 得 
ppl f o MOD i 
COO | ν =l (1— g l 
oa δρ) {4 _ Of ( 94) 
ὃς Pu. (= ντ. 
qe NS PS Pn 15 ἐν) 
i j=] Qus Qi Τὸ CUn CUR 
IA (3.7.10), 即 得 所 要 证 的 ， 
现在 可 以 证 有 我 们 的 主要 结果 
EETA 设 站 如 定理 3.7.1 所 述 ， 耳 (2) 是 了 在 超 球 上 的 
Cauchy E14. ν 是 超 球 面 ww ' = 上任 一 点 ， 如 果 # 从 超 球 内 
UDTERTIBO.3.1) ΟΤΕ T v, SEX 


E TT. (58 1 


& 3.7] 用 Hadamard E 258326 18 181 


i= 中 一 二 τα: vu) πε z GR) 
— AFS) —,— 
e M" 28 Ι-- "ns 9 Ὁ]-- — >. 


ðu Late 
138 je (PLO) PI y W 3.7.11) 
eq.) μον 
xx Hi u= (24, tg s), yo (vs, κ. Ua), 
op (BF... 2E) 
EI ez ^ Om. 2 
Of = ($L e 2} ) 
Ou Ou. 3 Ou, , 
2 (9, ., 2E, 
Qu Qu, OU. 
ero o. 9f 
Pu Qui 7 ὅτι. Otin 
ΚΝ τν | 
Cu eu o m 


δι Ou, δις δυς 


MERELE, 条 人 忻 (3.3. 了 是 可 以 去 掉 的 而 代 之 以 在 TERR. 


证 ”显然 
. OF (z) NET j uy f (a) | 
m OZ. , lim fan_1 Jc -1 (1— zu" ] nri 


和 前 面 的 做 法 一 样 , HOMO ERU, B vU =p Ἔα U’ = (αι), W 
Ὅν -- m (k 1, A, """, n), HE uw U', jiu 


7 
k 
Ny — > Org Wys 


于 是 I 
lim 1 . j uk f (u) 


e 一 - 
ui —1 (1— Φιλ. 


1 qp, f (anl) aD 
-Σ asm 2-1 bea (1--ζω}θτ 


dum 9.6.1, 定理 3.7.3， 上 式 右边 等 于 


rc (Dan—l 


rr Tr 


dayal ᾱ Ut Bongpqum mme ' 


182 A iBERID [ἡ Hadamard # 8 [第 三 章 
> A | 1 | s f (spl yap ΠΟΤΕ ar pU) | 
=] gnd 


wp --ᾱ (1 — e Mig QU, 
Tas iP p QUU) Q — A CoU") Cpa € 
Glag—1 4 wWurz1 (1— pH κ... e Wa 
— (o, — 20, d . a 1 Cui S P f Cp,U^) } 
LO 1-1 CU; C; 
_ ; "o, 
-Sapp f GAfGUO ὧν a 
1 GOap-1 de= (TI — q) +A n 


x Da a PD su (e, — 2o,d, Ἔτη ) Cpu?) 


OW. 
— (lat 人 oj (28 ) p Cn ο η Oak > e^ (p, U”) 
=1 


Ta OW, OU, 


ET up PRU 312 anas LO 


Qog—: ο ντα (]--φμγ ΠΕ} 
--ᾱμ (o, — 20, d, t Ὅρα io» vj Osa E v; 
M / d—1 -- Qu; 
Cari 一 e f (v) fuia 一 ef (v 
T+ —— α vU 
no € 2 Qu; Cu, «A God a 


-p 1 Í. μιν no af (o) 


Wapi Juw-i (L— pu^)" n δα 


y — Cnfl πι C] (v) . : e] (0) 一 
Ong (s. 20A d, 十 一 一 era.) ο) δι, Pj + Cn 2 θα, 7; 
- Cari »3 O^f(o tl P A z A. TU. v; b 


n Fi Ou, x 
HET 


τ ο weg) di atl 8a 


Δ Επ FRA n, ἘΡΊΦ(Β.Τ. 11}, 


ER 8.7.5 γη}. Eg Ewi E hE m, 


Jo fad = Bi BE Sl UR, VE FOR f EERE Cauchy 型 积 
分 , ?是 we 一 1 上 任 一 点 , 如 果 z 从 超 球 内 部 在 条 人 忻 (3.3.1) 之 下 
EAT v, 那 末 3.7 .11) 仍然 成 立 ， 这 时 定义 


$3.7] 用 Hadamard iK ys AR 183 
Wani ο θα 【一 vu)" 
— 1 m fitu) 
-Ρ COns—1 j w= (I — ouw jett 
i Uy Γαία) 
kaj G)on—1 μα (1— pw nt ° 
ΠΠ Bi vr EP, 条件 (3.3.1) 是 可 以 去 掉 的 而 代 之 以 下 极限， 
在 上 述 定理 中 ,如 果 取 a~B, 则 得 较为 入 单 形式 的 公式 。 


aF κ n tef (wu) 

Oz =e 1 " (1--ῳω΄ 9η 

1 ο.) n.feof(. l,(99fQ0 
tF eu αἱ δα 7 UN C) 


y] 


iim 


ze Giga 


Ou Cu 
fH 4 v0, MEER 3.6.2. 


第 四 章 Lie 球 双 上 曲 空 间 的 
Cauchy 型 积分 


84.1 3l = 


在 绪论 中 已 经 提 到 ,华罗庚 [证 明了 圆 型 有 界 星 形 起 ， 
Cauchy RETEK. PrO TER RR E MIE E n PRA g, 可 
EAsg X Cauehy 型 积分 . 4877 RL] 还 其 性 地 给 出 了 四 类 典型 域 的 
Cauchy 1. 

在 这 一 章 中 , 我 们 将 讨论 第 四 类 BU Ai By Cauchy 38 A 
Ay. 本章 的 内 容 取 自 获 具 、 孙 继 广 13 , 5L. SE SEPA. 

所 请 第 四 类 典型 域 CA. 是 指 Lie 球 双 曲 空 间 , 由 满足 

人 1--]z.4oz'|?—22' 0, 
1— |z Az | 0, 


 1/[ 9 1|,.1 ,ws 
而 AM ET 


的 N G3) ΞΕ ΞΕ z— (ει, 2s, co, ZO BEER. 2 v BU J Ne. 
j Zir., 特别 以 至 六 表示 2 iv 的 等 征 流 形 ， ών, N (22) η 
jii δὶ αι, c, cy 空间 中 的 域 1v, 2, Μα, 分别 指 

1-- |z Az |* —22 0, 

1— jz Aoz | —0; 

14 |2z.4 o2 18 — μα’ <0, 

1— |2.492'| —0, 


a | 


Pi 


`L 


`" wa... 


8 4.1] 引 x 155. 
T+ |[z.4o02'|*—22'«0, 
m s 人 zl- 
ty 的 边界 , 记 为 Zie, 而 2, 同时 也 是 22, 的 特征 流 形 ， 
上 有 PWS) 是 Zw 上 的 连续 函数 ， 则 M4 z€ fi BX. z C fiv 时 ， 
Cauchy 型 积分 | | | 
VL | Hwe, Θο(θέ (4.1.3) 
是 存在 的 (华罗庚 中), 此 处 Hv (2, £) 323: Cauehy Ἐξ | 
| (1-Fz Ao EAE — a£") 1, 
V (2 v) ιν 的 体积 ,上 表示 uw BIA. 
但 当 z€ 2, 或 225, ΠΠ W — 2 B], Cauohy αὶ Hi (z, DREA 
3L, PATE Cauchy 型 积分 (4.1.1) 不 复 存 在 ， 事 实 上 ， 任 与 一 点 
z€ Z, (sk CA, qj d z—4 (A, λε, 0, τν", 0) Po D δι, XE 
中 OKAL LA (ας, , 0-23), 


Ρος jme 
ὁ 一 1 | 
六 为 一 实 正 交 方 阵 ， 对 所 与 之 点 我 们 取 .Ziv 上 的 点 


L+ A À ΕΣΡ - 
¿= (Lie, o, /1- (εκ ) ,0 =, 0)P (Po: T Po), 


W i+ z A ZA 828 = 0, (Ἢ N —2 Bj, Zu. 即 双 圆柱 : 
lz |< 1, Jal «ΔΑ. S, £A X CAN σι) οι, [zs| >1; 
(1—12|9 (1— |23|) <0, jaa] «Ll; (I — Pa CL [24] <0, 
laal >L, 与 之 相应 的 Cauchy 型 积分 的 问题 ， 实 即 为 双 圆 柱 的 
Cauchy 型 积分 的 问题 ,参阅 Kaxuuen( 1] ..) 

在 这 一 章 中 , 首先 研究 Fri 的 Cauohy 型 积分 (4.1.1). ΤΕΕ 
尽 了 浮上 的 Cauehy 主导 之 后 , 我们 证 明了 : 满足 
Lipschitz 条 件 的 函数 ,在 £y—.y 上 的 Cauchy HEET EA, 
ΠΠ E.2% B T JA. Zr WARWAT Züwy—-ud4], Cauchy 型 积分 的 
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极限 值 ， 与 第 一 章 一 样 ,对 于 έδιν — S 上 的 点 ,也 可 以 有 多 种 方 
法 定义 Cauchy EE., ME Cauohy. 型 积分 的 极限 值 , 当 从 26v {3 
内 部 趋 于 έβιν-- Z 时 ,有 儿 种 表达 形式 . 我 们 还 证 了 明了: Ar 上 
的 尾 一 .B- 调 和 两 数 在 y — Z ERJ, 必 可 用 它 的 B- Wb AS 
WHARE τν EOS YPP EI. 

ETH z 从 5.BPPIEIPT Zug, AKENE 3⁄4 N = 
Znin Ll) kt, WR φίξ) — (e? mpa) = po (et) w e^ B. n—1 py ΒΕ 
“Γκ, HEEN ο’ PEE ERES (Οκ SnI) fE.Zw. 上 属于 
Lipp(0-p«1)34N-2n--l(1)B], WDR φίξ) —p(e" x qo = 
go (s 5 e° EL n--1 踢 连 续 微 商 , EEN ο” ig # Pri (Os 
kn--1)fe Sr 上 连续 , 则 Cauchy WRALD # V ΕΠΗ 
极限 值 是 存在 的 , 是 表达 形式 基 玲 一 的 . 

利用 解析 变换 w= (2492) 7 2(2€ hy, w € Z iv), TERA 
tv 上 的 Cauchy WEA PHIB RV EN R. 

在 讨论 中 所 用 到 的 有 关 Ai 的 已 知事 实 人 《例如 Zr 的 运动 群 
T ,原点 的 固定 分 群 T' 等 等 ), 可 参阅 华罗庚 熙 


S4.2 二 条 引 惠 


根据 Cauchy 积分 公式 , 我 们 有 
νι. HwG, D£-1, (4.2.1) 


其 中 2— (Zi, ”'', zw) C Zr, 
£ = (£1, ..., Ex) = e x P | G X v, 


ex --1, ἑ--οἳ ἆθ.ὤ. 
RESI z— (0, p, 0, 0e, 0), Ox pl, E2497 —0, 于 是 
1=V (iy) af (1— ρξο) -3 é 


8 4.2] — 5 πὶ 88 187 
N = [τ LN 
κκ... Ji (1 — pe? (wt ias) ? ἆθ. 
TF e TR 93 3-993 — 6 (mi ἐπ), Wa = s, tt, ὯΝ κ, 9 — 8, BN 


N w o, fm 
1-3: F (νὴ) -- (L —p Gn T iya) 2g | αν 
Ta | (I—p( igo) ? y, (4.2.2) 


JH; sb ων. 7 πμ (ἀξ) -- 9 / DP (5 R: yy = 1 BJ 15 38, 
我 们 来 证 明 如 下 的 二 条 引 理 ， 
引 理 4.2.1 ie u= (qh, c, yy), yy —1, UM 

lim wy J (1— (Cg ig) Í y 


E vt ate 
Na 
是 存在 的 , 且 等 于 1 一 于 (5) ， 这 里 osa 为 vy —1 fE 
积 , 9 为 yy 一 1 的 体积 元 素 . 

证 5 N =2 BF, 引 理 的 结论 是 复 变 数 函 数论 中 熟知 的 事实 . 
ας N—2n Bj, BI293188 1.6.1, 因此 , RAE WE ie N -2n4-1, n1 
的 情形 . 

H (4.2.2), 只 要 证 明 


r=} | 7 
u .- — 
Ὅρα EI vH Pty eet (T — (n T iya) τα 
a1 
.lí( 28 ) z 
αλα 


fü 41-37 93/9 = re", v= (9s, "Tg 2n 11) ， ΤΠΕ 1.6.1 ΕΙΠΕ EH SIE RE 
可 得 


Ι-- |. 2s "rH — $1 
An vs r -ᾱ (1— ο)” 3 


这 里 
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ΜΝ ab (1 — ἐ) (t rr? — 31)) + (3-- 19 
qr ens r(2t—1) 
t=, 1—i= p’? 
3  .9 
如 时 z = B; a= Í 8127 E, 
如 果 a= 8. id 
N 
i LN {κα r (5) e ; . 
T-| (pr o)? dp = 一 一 全 一 | (ρη edp 
-s ^5 r(p-Dr(5) ^ 


N 
p r(e+1)T (>) P 


- r (sv) Cor e)? 


—2Im 2 ror ry, p | --2a, 
4l-a-p, BA 
Σ τν) αφ yt 
"reenr(y) V (LE) 
1 
-a y z = Fri πρ 
S 1 
= a di Τι απ 
PSI 
$ I' Spe -f 3 r (S py -1 " 
p=1 F(p--1)I(5, )o z) 


§ 4.2] 二 条 31 38 189 
Bu 


2 
+21 —! 2 
了 tm. 
于 是 
Nd Jtv'cp(r) S | MELLE - ia" WX 
(4 ;Jd pre 
+21g——s 2o | D 
1-4-4/1-—5pre* CON J ve'«gCe) 
- 2 Im | 3 Zik 1ο | eL, 
Cox —i k=l | 
2a - > 
其 中 L-—.[ _ s= ο(οὖ) 
CUN- I Jevtsg(e) 
rm =] 5 1<k< 
s=] τπτ ---τ-, ?2 
Hi cy _ . z 
(* >) pre) 
° ον (e) 5 1d or > 
3 
X HL σ(9) 5 a— 8 时 为 38 一 6 an 8 Ἡ EE, BEI 


3138 1.6.1 的 证 明 方法 , 易 得 
Hm L,—O(s*7*), lekan 1, 


Im, = Q (1) (5—0) - 


WEHI ea 一 月 及 人 基 有 的 二 种 情形 来 讨论 了。 上 先 讨论 
e= 8 的 情形 . 
由 e 的 定义 知 


aam! — s = t 
pot -..“-- 20 -- δ +— GS - e) —(o)?—81)2 


2 
于 是 


人 rr ο ο ο ο ο ak 


190 Lie ERO H a Ag Cauchy 型 积分 [第 四 章 


" F E) δε 
— pp 2a 1 ΜΝ Φ FHE + 
n» 上 1ptp rt 


; 11, 1 
— -E 《353 一 93) 一 (oo 一 s0 引 hi 


HR AE fn ga = 8 cos gi Ya = 8 MN p: cos Qs, "=, Faser — SSID o, 50, 
BIT 95. 9, 其 中 1--τᾱ--.χ9’, pII] 


L-L—E τ. _ 
(n—3)r e =) 

p e o τ 

| (1-ρερ5-555 -4 Js (3-99 - οἱ) ι 


当 60 圈定 时 ， 同 引 理 1,2.1 的 证 明 一 祥 ， 可 应 用 Lebesgue 定 
理 ,得 到 


zu-—l 
lim 2  — 
Um (Dre 
x giti-8 do 
n—1 + 
(Vr) 


id n— 4/2: —5*, s-nHB, 于 是 


Jael 


J,=—— — 


(30883 


«f RB" "dR 
l + 
9 Rtg? κ -一 3-373 Y < 
(U Ον 


Ei ΗΗ Lebesgue 定理 , 可 得 


= # πὶ ΒΕ 
2H8—7] 
mJ Og ᾱ- 1 pR- Ip 
ο πο πο —— 
κ 所 一 一 | Γ᾽ ο pa ¿ — 2 
e-z) ET) (E-e TTR) 
2n—1 η 
(29) 77 f £^75 di 
Κατ — — —. .— — MÀ —Àáó 
(αι) °G - i 1-2 
Al. x 
LOT ο 3)” cos” 3 9 sin 0 d£, 
Πω) ° 


HEEE 


N cos" 3 9 gin à EE)’ g 


e 


Lg (72) oog Fg 1$ E 1... 
---ᾱ---- 55 ΓΕ N ες cos 2 554 58 1 
(ΝΕ 9 0 
κα al 
= = +i | oos $96 22* 10. 
yg — — u 
BH E) 
时 一 二 
Lu lim J) = —92 Σ [ως g cos(n— odo 
em r( +) 0 2 
2 
(ο) 2 Vb NS 
v 1 | nau " 1 
H Ε ΠΗ͂Ι, 4 a= B mi, 
N 
2 zi 2Γ (2) z? 1 
lim lim I = — τ x =>. 
coe es ως) 2 aha) 
再 讨论 ase 8 的 情形 . 


Hi & μπε > sl 
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-ᾳ CQ ερ ντ Qt Dt-:1-(2t- 1) 6) + 2 


re" 一 [25—1] 
此 处 Q= 
TE 
_ t-g 
La E P E rs TP οἱ --ἶ 
ΣΙ 
VD 15£71— Qt — 1) e 201 ] : 
οἱ 一 二 T. 
如 前 那样 , 由 Lebesgue 定理 , 用 球 坐 标 , 可 得 
55-1 Hp gt 4 
. Au z Gr ¿+LQ—1 
J,=lim = —— `  — T 
65 (5---}6 2n —. m-D^ xL | 21—1. 
_ ¿Mt (2t—1) (1—3*) — z— (2£— 1) 8 ἽΝ ἃ nag. 
|2έ--1 ? 
ο ΑΣ 
T n= FFT) , Ἑπαμε, 
yl 
7 Z"n—1 1 0-1 
Ja |.] 2t£— L 


B (n— ir (2n 3 


NECE) (1— FR") — t— (21— Dex yam go-3gm. 
[25—1] 
1151388 1.6.1 中 所 证 ， 


_ ἕ-- itg -~ BR 


T [t(21—1) (1 — R8) cer pesag! 


-A(t ya — R5*--O(s), 


uU. 


- 


EH -LELSUULERLASI T End 


£ 4.2] — £ 3m 
2n-—1 
lim J,- om Σ | 一 n? Td 
aü (n- (n- ir (221) e 一 “πη” p 六 到 F] 
-25 τ Mud 
š | — 
r (=) Je) xm $ 


Dr — cog $ B sin 0 ag 
rifna) f νου ue wal 
(n+ >) (cosd — ibsin} * 
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由 于 
3 
_ ο ?0sn6 1 1 
1 = 
(cos8—ibsin9) 3 ^" (1 w 
2-3 
xD (gb) 
(1-- deity" 2 14-5 
[4 
lim 7 2L 41 N (gi — 1) (ee p1)" 19 
" 1 
DE td) 
VE a 2 
= -lim 2 (ee — 1) (L+ £e?) 2 qp 
eC 5b) 2 f-—1- J Ü (1 party T 
1 , z apara M GRE INA 
7 im V 3 727777793 P) 
"uasa ad AA 0 ρα 
gy (:--Σ)----»--Ὁ λε rn / E | 
(—1)d MW t Ele -D49 
实数 十 和 一 一 m 


Gaay * 
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Im lim J, Em Im Z, = (2m) k ` I 
Ë Β EJ n— 
P (n4) (12-6) 
最 后 得 到 
1 
. 2 Aw) 3 1 1/ 28 \ 3 
mI τ NE περ aug) - 
mo oxa paz) " (ent? 


这 就 证 明了 引 理 4.2.1. 


引 zB 4.2.2 u y = (νι, TEE S Us), yy =}, pij 
x 
=" —1 — * UK ki 
| 


是 存在 的 , HART 


2-1 nrctgs - 
1— 2 [z-| cogn? ; Son— lt i, 
Ü an £ 


"i 2 
这 里 osa 为 yy 一 1 的 体积 , vd ww 二 1 的 体积 元 素 . 
Ἡ —2n BF, BASH 1.8.1, MH N —2n-+-1, n=l Fj, 可 
SREE 4.2.1 的 方法 同 祥 证 明之 , JA B. 


S 4.3 YE Zir- 上 的 Cauchy +A 


TE Sy Ες-Ες p, WRH T fyr 上 任意 两 后 £ 与 
£' ΕΕ 
le —e91-0((£—£)(€ 555, (4.8.1) 
O-p«1l, Wfso(5 3E fir 上 属于 Lipp, 
定理 4.8.1 pE Zy EG Lipp <p), Bj: 
go — e(t, 1, 0, =, Op T' mE Zw — y BF, Qauohy EW 


V. p. Yol. H vv Go, ἐ)φ(ξ)έ 


$4.8] 在 ιν fpi 上 的 Cauchy H 195 


H iy (jo, Ὀφ(δέ 


(4.3.2) 
是 存在 的 , rp σο-- θε (ὲ, 0, -, 0) PS! P Po RESI, 53 
“o = (Ü, 1, O, =, 0) 


1 
“Hm FEL iv) SY 


Lerodea As ἑ D-- E 15.8 1—z ος. | 


时 , 有 
v. P. στο j. (1— &) Σφ(θέ 


Ν 1 LN 
ú lim V Cr) den (1— ἐν) pee 


fl >E 


a- TE - o£) 


-rr | 
V (Liv) J rr 
+-+ | ρίέ"γθ, (4.8.8) 
这 里 人 = (e 1, 0, ++, 0), 
证 G) 首先 取 n= (0, 1, 0, -.., O ς i — v, 
oM £g z P. OxUÜ-m, vcr = 1, Hz 
£* — (e, 1, 0, »», 0) C ZT, 


于 是 
— _ ΕΣ 
V (έν) Επ. (1— δι) φίξ)έ 
-...1ε... EY lot we 
— la 6-9 Te cet 
1 | -E emne r 
"vary fa CTED Te nne 
< 91 24a c g 9 【za +Z), 
Ys ma, "“*, 
Sx — Xy, 


ΒΕ 4.2.1, 有 


= hl eh hi i lp hr TL rh rd 
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lim Z, 
ΗΘ Gn- i) ὁ Lf oea 
eed (yv) μα Vi— Wa) "gy —| v 
1 X 
-- l'acte, 1, Ü, σσ 0))d8. | (4.53.4) 
¿E 3) 


(£— g) (£ —£y —£E EE ἐξ gp 
—4—g9 Z — £a — g 2 £ — Š, 
= 4 — 6? (a4 — das) — 6 (m1 ita) 
— 67 (myt itaj — 9 (m, — ta) 

=2[2— (y1— daa) — (Yat ya) ] 
—4(1—9:), 

所 以 有 | | 

PEO -pE CE- £067 £025 -0ta —a05. ` 
dX 


+ 


P 
«κ Go 
Πρινς [Ly -- ὑψοῦ 
<K - 5... 
pamm" 111—344 iya 
-KÍ j| — = cL 
ponte I| >a [1 EN rg | H3 


l-4-2c—2 


έν 31-- 49a = re'^, y” — (Us, "SS Us), g = cog ag a 


>q Nh, A 
f da É (fax 
lar en |L rea E (29 1--γρα| E 


1 F da 
idis 


— f via -0(1 770773) 
(G-r) 2-? o [1 — re " 


$4.3) 在 8 y- My 上 的 Cauchy 3-18 197 
HERE, δ 5--«Ὶ- γῇ, 可 得 
| (1 — r9 RM y 一 o(f. 8 了 7 一 8 gp 二 和 一 了 ds) 
piny] - Éy 


， | 
-o(| sa)-O0Q) (eo. I 
当 开 = 和 时， 可 按 第 一 章 81.38 中 的 方法 处 理 , 同样 得 到 
Hs 1-00) (08 一 0). 
3 N —3 时 , 取 球 坐标 
91— 00801, Ya— Sin D, cog 85, 
a= sin f sinda (Om, Οκ θεα), 
于 是 有 | 
y 
Γκ. λαο. o 
sin 9, d, d. 
ΓΩ͂ — cos 6,52 + Απ ων 


mi 
(cp, car 


(zi c ZT 
{1 ο κε 18 4 81n* 24 COS3 8; nŠ 


[oe J one 


m 
wed «m Ü< 0, - 


[ος δα cma Qus B, = Tm 
(1—^08 0,)* -- 51n? B, ost δα “ερ (d—ràa&6 B ME eint 8, eost daagt -- 


vi 显然 是 有 界 的 、 对 于 δ», 只 希 佰 计 


(d. : 4), 

ds) J n do | o (Hoon Esini 0, co? 0 " 

此 处 a- SE. $a. 4r cos, = ri, COS 205 一 πα, 出 
dz. (1 | da: 


* 


bo -| um —— YR. 
2 jo ἰ]-αι)η a| G-a) t Qs) ET 1 — αρ 


Hu ~ == y, jii 


νώτα a a 
4 jo (L—2)* Jo yO — P) [αντ a+ y 
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; dy 
ο VY 一 [和 一起) + G+ 217 
ORAT MVP, μ- νο, BRR MI ucl, 元 十 二 =~ 工 以 及 


记 4| 


2 


$ «1, an>-1, 2 «c. 于 是 应 用 Holder 不 等 式 , 有 


ντο |a= Coran) 


1 


^ 
1 


a~ - Aay F 


=K (RR τί (1--αι) + (L+ my) 


Muze == < 
其 中 Κι, Ka, K, EIAN δι, KAA 
$e τοις — = ο), 


yx 


(1— A, 
因而 Zi|-0(0)(0XTN-8 ΚΠ 
ΗΝ —2 RJ, 3 μι--οο8θ, gs = sim, 则 
y E- 
[l — 1 一 ga Qag Br (ao ay 2)" 


yp =l 
|E- pi ira] s dain! $»n 


-0 (f. 2 $ag)-O(1) (4-0). 
TE, 34 NI2BD || 2OQD (620) TRU S£, 所 以 我 们 得 到 
Y. P- VC -- (1-- ἓ 3 p(£)£ 


-lim J EE (1— £) 3 (o(£) - (£) É 


n | zai 


efe «2m 
必须 指出 , 上 式 右 端 第 一 项 , 用 是 通常 积分 


š 4.21 TE ἡ. ur PB] Cauchy = i985 


I-VGASO| a- (0-90). 
事实 上 ， 可 写 
IY CAO| O 0-8) OE -eE E 


IV 
'l1—f.| 


ενώ, — G-Z) *e(-e GC »E- Lb, 


| 1— £g | eg 


|z |< Κή 一 一 一 一 wz (GS, 


-n-m |1— y1 a) ? 
Re Ἐ 35 1 ψι = 08 D, 4/4 — Bin £4 cos θα, sb" gy = Επι P; esin B va CO 
B, nir Üy acm, 0 Uu im), mj N >4 Hj, 有 


19] -- οί 
ον gs ,on 
sin?-*0,cin"-*6,dP do _ ) | 
* [(1— οὐὐθι)» + sin*0, cos? 0,] à 
利用 第 一 章 8$1.4 中 完全 相同 的 计算 , 可 得 


71 ~0([ Gr a9s )= 0 (a3). 


x 太一 8 时 ,应 用 本 节 居 计 | 五 | 的 方法 , 采用 同样 的 符号 ,名 
AVE | 


Πο] - 0 (f. sinodo, f, cy aseo) 


1 
, o(| a us | a rr) 


of TES )-9 (ά- ος Me) 


-0 (amy 


E00 Lie RI HEI Cauchy 型 积分 [Pa $t 
其 中 1+5- 220, 


x y- 2m, Ae i cos d, t/a = sin B, 出 


πο! = οἵ] — n) 
dr) νο 


- o( 个 Φι'''"ξάθι}-- O (eb), 

总 之 ,我 们 有 Hm I = 0, 因而 imi = F. Η (4.8.6) 就 是 
(4.8.8). 

(ii) 在 «ιν —.Yw..EHIE-—A 

o6 (t, 1, 0, =, DPT Ps, 
首先 利用 DE qnd z— e 2 PIT Po, 使 WV 内 的 点 
z—6^(ft o, 0, -—, 0) Ρο. T Po 

变 为 2= (š, p, 0, -«, 0), fi πο 2 38 o= G, 1, 0, »»., 0), ERI 
用 TY 中 将 zo = G, 0, -.., 0) 变 为 原点 的 变换 w —0(2), 2 πὲ 
33 w= (0, p, Ü ., Ὁ), Ἐξ Πο ἌΡ 3g £o (0, 1, 0, e, 0), # VW 
E, ΕΑΝ e — Pi '"TPmSi-(b. B 

由 于 在 变换 ω-- (2) TF, 有 

1-4-2w.Ao w't Ao C — ant 
| (1-3 Ao Š Ao E —2£^) Q+ |Zo Ao 2l? — Ze ZD 
(1 4-2 .Ao Zo Ao 25 — 2 £5) (L+ 3o Ao zb E Aof — Zo £^) 
(ΠΕΠ! ERE), -JEER w Aa w” =0, Zo Ao 25 — 0, Zo Ao £5 == 0, 
Zoči = 2o £5 — 13, 于 是 有 
-ᾱ--ιοζ- (1-2 492^ € AS E — 8 E) 4 ZE) 
令 w>50， 相 应 地 2 一 > 和 0， 恒 得 到 
[1 --ζοζ | — [1-- 5o 4o 76 E Ao" — a2 |/ I Z, 


8 4.3] AE iv--Zrv ΓΒ Cauchy Æt 201 
y l.. Hw, EEE 


1 πα Αφπὶ ὁ PETITA ETIT ETE 


= l _ 
V (SZ v) 75ο 


I1--35 Aa 9o E Aa σα θα 


x Hw (2, ἔγφ(ο5ξ Ρε p POE 


= i ifo (5—1. - ἔπι 5 
V (Av 网 ple d (D Ps; P P a) (1 —t 2) 


La 

x (0-32) 了 wi) 
再 在 上 式 中 令 m, EE, 297», wta 并 记 

PO (e B-L) Pj T P9) (1 63 (027 

^ 1 .. Γρ 20) EJ 
WE O ο 
1 
HAES n H wn, £o(5£ 


[L+ a Ani A a£ — n t| walit" 


-PZ Nu (1— 6o 8 p (D. | 


|1--ξαξ'[2.ᾱ 


4 5s 一 09， 由 于 中 6) 显然 在 Zw 上 满足 了 ip 加 所 以 由 (全 可知 
v. P- T j. FH iv (mo, ἔ)φ(δξ 


dA ἘΠῚ, WI ELE IB 5 (4.5.5) ΊΜΝΗΗ ΕΙΧΑ. EARMA. 

附 法 ”我们 可 以 在 DU 中 取出 一 个 将 2 C Aere 变 至 原点 的 变 
Fe --Φία), w, 2668, THREE, £— Φίξ), C, £ € Hy, 使 得 经 过 
这 个 变换 , 有 

1-wAs wu AC wr 

_ (1tLzA| z£ AcE —2 £^) O+ | zo Ao2]2 — zo 20) 
(14-2 Aoz odon —2 20) (11-30.40106 Ao £' — 95^) ^ 

(i μας b, ZY σος Say 蛮 至 原 反 的 变换 再 写 为 


202 Lie RIH [EF Cauchy 型 积分 [党 四 前 


li+waAdow 1--.υ Αρη _1 
( 9 ο δὲ ο w Py!) 


-p [tz 4ο” 1 一 z4oz BS C 


2 i 2 B D/ 
(4.3.6) 
3, 
Jt. ΧΕ3Ξ Jy PE Μ- ΜΗΝ ο) 
满足 M (e) M'a (^ o (4.8.1) 
ΤΙ 
(4.9.8) 


- --: πμ Go do De ) 
To τ [ze Ao Zo Sa (zo Aozit 1) 20 Pr! — ¿Go Aoh H-1)zo Pa 
Pa 1 1r ΛΝ Hy 


αυ... 
NIL [zo Ao ο | — zo 20 


Vl T 2o Ay +zo Ao 26 + | 4o |, 0 


| $ (zo Ano — to Ano) —— tindo | 
Vit zo Ao tzoan + | A62 |? 1 ++zo AZ rao A62+|zo A 2] 


(4.3.9) 
它 满足 AS = (T— 2925) 7. TEH (4.9.6), (4.3.7) EI 
14-20 Ao wu c Αρζ — aw ζ' 


ο ο γω Αρ 1—w Ao u ;") I" 
=2( 2 7 aj P — qoo 


l+ Aot 1--ξζ Ao 1Y 
EAE, IRA i) 


=p p (13-2 Aoz £ AÓ E^ —2£). (4.3.10) 


$4.3] 在 τν 上 的 Cauchy =Ë 


K (4.3.9) RA (4.3.8) f, W RE H, 


ONILE |Zo do25,3 — zo zb. / 130 do 8, 
λα σα μα μή Uu a4 4 — F s 
1-4-z.Agz' zo daz — 225 * 1 +zo Aoo 


相应 地 , 有 
ΟΙ [Zo Ao 20 |” — zo Zü 1-29 40 πη 


Pr 


[RA (4.3.10), ΒΠΊΠ m 2 AE BH ΗΕ. 
附带 指出 , ERRER F , 由 于 


. nu AX — — . z 
b= (L+ [204525]? το) * | 1E E A zoo — 629] ^ £ 


(6, £C. Zw), 
再 利用 已 证 的 等 式 , 即 得 


LN, — ——- -,.. κ 
(1 +adow t Ag! — wt š Š= Αα zo A — 220)? 


(εδώ EAS E — αρ) 2 EA 25 Am — £2) E, 


十 分 容易 将 定理 4.9.1 推广 成 


ITA C 29 Ao 2, £z) lk zo Aon 


205 


定理 4.3.23 4; p XE. ERB T Lipp(O-ps1)5, Jp 


no e^ (1, 1, 0, ---, 0) PP PPo€ Zi — Vr 时 , Cauchy i 


1 
Vv, P- τί) |... E TY (ο, £) 9 (£) É 
1 


πι τα H rv (5o, &)o(&)£ 


AI Re padn yat 


基 存 在 的 ,其 中 ποπ 6, 0, ^, OPS PPS y= a/B, 
Q= (14-11 Aor € Aof —no$ ) (1—2o$), az70, 820. 


特别 地 , 4 5o = (0, 1, 0, -», OR, Ἔ 
1 - 一 党 
V. D. YO NE (1— £3 *e(D€ 


1 下 一 各 
-lim p= | (1--ἔν) pD E 


ἀ (Τιο(1-- ppa At Imi et 
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1 =: γέ 
- | (1— ἐν) 3 (9(£) p EE 


+= ) [, eta, 
XE Ete (65, 1, 0, ---, 0), 
XB 4.8.8 14 φ(ξ) dc Ἵν E B Lip»rOcnos1), Bp 
mo = e'*(£, 1, 0, ---, 0) 551 P P C Bi — ιτ BF, Cauchy 主 值 


1 | , 
v. B. VOCE) NS ξ)φίέ)ξ 


1 : 
-— lim FOE) NE Hu (ηο, £) φίξ) š 


是 存在 的 ,其 中 Dime, DA 之 tv 去 掉 
(£ |£ € Sr, ReQ— ze, Im Q< get, 
Q i xg 38 4.3.2 中 所 定义 , z = a (s, 0, <, DOPTE Po, - 


—1 x ἃ - r 
"ES (&-[ E os p | 
e ain š 


2 


az=0, B0, 
特别 地 , 当 mo (0, 1, 0, --», 0) 时 ,有 
v. pBVCAO[ aED OE 
- lim V Cu |. (1— &) SpE 


Date.) | | 
-VL | G-g8) (G0 - 96)» 
十 过 + 二 e ($*5d0, | 
这 里 名 = (ee, 1, 0, ..., 0), D Go, ὁ) $ DTI 
[EEE «τν, ποία... 8) «cas, Hm £| «ps). 


上 述 两 条 定理 的 证 明 与 定理 4.3.1 相仿 ， 只 要 充分 科 用 引 理 
4.2.1 B| 33 4.2.2 BITT, 


— 


m 


84.41 Cauchy 型 积分 在 Shy. APR TA ΞΟ 


84.4 Cauchy 型 积分 在 2 — 上 的 极限 什 
定理 4.4.1 of Vw 上 满足 Lip p(0«p«D, 3:4 
FOV (Ey j Howl, De Efn, 


m z MZ r 的 内 部 趋 于 点 ma = st (t, 1, 0, +. 0) Pç'I'P Í € 
fiy — “Ἵν WJ, RE 
|1-- 9o Aom € Δοξ' —mno | ` [1-5 Αρα £ As£' 一 ες (80, 


(4.4.1) 
则 | 必 有 
Uim P(e) =v. p. VC) |. His, θφ(θὲ 
ος. 
1,0, =, ΟΡΟ T "uM (4.4.2) 


pac Hes 4.3.1 中 所 定义 的 . 
上 述 定理 可 以 推广 成 
定理 4.4.2 条 件 如 定理 4.4.1, WI G4. 2) SERT ELÉUR 


lim F (2) IY p. bd E ,Hr (ηο, ἔλφίξ)έ 


0) -ᾱ- 


a+ a3 AJT m 
EL l-4-ie-* _ . 
x fo (om ts 0, s o)pe re) 
x μ.μ. | (4.4.8) 


X (1 Hig) ΝΞ 了 


其 中 主 值 是 按 定理 4.3.3 中 所 定义 的 . 
定理 二.$.83 条 性 如 定理 和 .4.1, p (4.4.2034 n] 11 B: RR 
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Hm F(2) =v. p. V (Zr) |], Ev C, Ep (EE 


1 [5 m (ou 11107 
+Ë E | p(o 8 ig t 


0, <=, OJP Γ Ρο) (4.4.4) 


L8  . 
(I Tae 7^ 
A Bid ti Ed 4.5.9 rh Dr yE X Bi. 

在 定理 4.4.2 中 ， 特 别 取 B=0; dE E XE 4.4.3 H, TELE 
B-o, 3183) 


lim Fí(z)-—v.p. E Hiriy (Tio, ἐγφ(έ)έ 
-lim| H v (08, ἔ)φί(δ)ξ, 
πω Εβδ] οκ A 90 ο. T Eat’ 
也 就 是 Cauehy 型 积分 的 极限 可 以 用 一 种 Cauchy EH 3K 3€ 75. 
现在 来 证 明定 再 4.4.1, 


证 (i) AH ποπ (0, 1, 0, e, 0) € «θεν XY, Jf 


£'— (e 1, 0, =, 0) € Zi, 
pll 


EG) =V Cu) | Hne, £ OO --φίξ)}έ 


eV CES) |, BuG, Do(08- F.G + FG. 


Β.Π H 20 BE HH; 
lim F, (2) =— 1 PE) 一 下 é (4.4.5) 
Za ! V (SF Iv ) ay (1— nog)? ᾿ .. 


此 处 * 所 沿 之 途径 ,满足 已 设 条 件 (4.4.1)， 考 察 
| (g($) -pE H yy (z, ϱέ-ἰ ( (& --οίξ)έ 
Sy d Li (1 — nt)? 
-([. +f, JEO cec» ta sz 


— (1 JzA EAE — εξ H i (z, £) (1— £^) "à £ 
w Iit 1s, 


§ 4.4] Cauchy 型 积分 在 3-2 ERRARE 907 


EE v, [Tm 
B 


Rm e giaa l1— 99 £'| >= a, 


A 
I| - f ot o) (ΥΣ ποξ 
— Itzá E As — z ) ETT EE 
N1dcdzÁg' SAX —z2E!Hg(, £)(1— ηοξ') ? š 
« 3 [ lo - od» IX me 

一 1c zAgz Aot. — z£ | 

[1-24 EAE — Ea L-E T E, 
因为 a (S iis Lipp, 江上 且 #* 记 沿 之 途径 满足 

|i- mE | * | 12-2 Aoz ZA —z£" | 1 M, 
Br EA, H 8$ 4.2, 

[1ι| <E | |l më — id aA Ao — 2E | 
112Aor EAE -- εξ 5. 1— ED E 
< Μι | |i -- πας T ἐ 


PON a 
< Ka πα y — is | 2 9 = O0(85), 


ων, TT PT, 


这 里 K, Kay Ka Uh A. 
位 与 0, 可 取 一 8>0, 使 在 0;: 上 的 积分 荆 满 足 Ha 


s. 1 δ 取 定 之 后 , 由 于 
|, EnG, Ü @(O - o£ 


作为 > 的 函数 ， 在 z 二 ”mh 处 连续 ， 记 以 当 z 充分 接近 wb, DA 
Ms| «. HB, (4.4.5) JR xr 
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再 来 证 明 Fs(z) 与 z 无关, 而 且 有 

Ενα) 一 l NC dà. 
B z—e90, p, 0, -—, OPIT P C frn. Hv 
2-- e^ Z Pri T' Po, 

HER, £ =a £ PSP Γ Ρο, ἔ---ε εξ" Ρτ! Γ' Ρο, 15 

ο. φίέ") = e, 
ΑΡ). HwG. 6496. 

ΒΕ 38448 ap == @ (2), 使 zo — G, 0, +-, 0) 变 为 原点 , z 一 

(5, E 0, TT 0) 8E 35 ap — (0, e, 0, un ο), TH ΡῈ Rh, £ = Φίξ), 
idR UC, UC = UOS, 03& 22 LISTE BB δε ἃς, 15 Φίξ") = 
V CIO, 3EHE RES 2E M8 2 — 71 Go) 3f we — (71, 0, τν, 0) 变 为 原 
点 , 使 得 | 

Hyw(2, £) = Hi Qu, ο) Hiv (w, O Hi (E, wo) 

-ü- wt Ya t 3 ¿= G -ρζω G+ tO 3E 
1χ ΠΗ zp Αα — 0, 20949 045 = 0, 20205 — ο, TE 
PD =V (Ff G-eto G+ tO GO. 
ig ¿= ez Py, OxzÜ «um, za = 1, δν q4--iya = εαν ἱ- σολ), ga = 
Ca, "t", Yu mE, [| 
Ρο =V (Fw) pl tig) 


x (Lte? (y, + iya) ) 'W(LOdP-g, 
再 令 mE f 
ο φεεύψε-το”, O«p«3m, r= /1 i y, 
则 有 | g-—dpdgs dys, 

以 致 


$ 4.4] 


Cauchy 型 积分 在 Su.—* 1 LARRA 
N o 
Fae) «23 V (Z) {46 | 


Vid vk 一 工 


ο. * *Caf ye 
J, Gere?) TG tree.) ye) dg 


- ος +a) 
οσο 8l rjr 


xf (2) oe qg f 


É 
T" dus. 
$ed pl Ye 


-duy 
2 ON 

κ (l—pre'*) 2 ge do 
因为 


_ N 
j (L— ore?) Ὁ at dp 


La 


W uras τς E) 


BEE (Žr a+) πω 


gi De rd 
ο... 


[27 “s k&—0 RJ 
D, 3 >O 时, 
Ba) κκ 2af | dtedys 
N N 
25ο) [ο] Ba δ -ᾱ T 
E MD τρ Je a6 
1 [πε | 
οκ. )d8, 


根据 定理 4.3.1, 有 


F (Z) > 


(1 — E) lO -pE 
—v.p.F (Fiy) 


(1— mE) So) £ — 1L-|'o(t*)a? 
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所 以 最 后 得 到 


lim F(z) =v. p V) f... (mE) Σφί(θὲ 


十 zr Foa, 


于 是 当 n= (0, 1, 0, ---, 0) 时 , 定理 得 证 ， 
(Gi) 考虑 δν — v 上 任 一 点 
Ποπ ο (4, 1, 0, =, 0) PP T' Po, 
因 可 利用 IT 中 的 变换 * 一 ez P T Po 故 不 妨 设 
7o — (5, 1, 0, +, 0), 
fE PY HREH v — DG), fii zo (š, O, -.., 0) E IA gt PA, E mo πὲ 
为 C= (ο, 1,0, 7,0), TR 


FG) -V (Lo) να, | Βινία, OPOL 

其 中 
PO — e (9 (D) - (14-71 () AqD71 (D)! 29 Ao — 93 (1) 25) ?? 
ERRE fw 上 属于 Lipp, 
注意 到 
[1--ζοζ 
ΠΕ ωάριο E AJQ SU] 

_ 115 oz zo Anh — 220 | * | 1-H- ooh E of — no?" | 

0 (Qc [zeAoz5| 1— 225) - |1--z4oz EAE εἰ ’ 
其 中 |1 十 zdoz zo Ao — 220 | BRAR, ΠΗ͂ 11 |2402] — ze zo 为 一 
正 数 , 所 以 根据 已 设 可 知 , Æ w SP Co Bf, EA 

[1 ---ζοξ{ * |1--wAow g Ag —t| ^ «Ms (常数 )， 
Ei d ST LR CL) ΑΕ, 得 到 

limF(z) 一 (1 + Aoh A o) 2 


de.» reo f, αν ἔφοξε 3 [eas 


5&.0] B y8Tu BE 9 BU A ΕΒ 511 


-limF (L) (643600). apata) 


X - p" 
x (4-- m2) Ë G — t 0) * i+ 
x [OEE à — e (*)2)* G — nz) 3 d$, 
HAE C — (e, 1, 0, ---, 外， 再 利用 变换 上 一 @ (5)， 并 注意 到 
pagò iE 1, ο, 0), 


»1-63q)52-—- uu 和 Ἐ--ποξο- 1-1, 
再 以 86 代 29, 使 可 得 出 要 证 的 公式 . 

在 定理 4.4.1 BÜVEUP'h, MER 4.8.2 及 定理 4.8.8 来 替代 
定理 4.3.1, 就 可 以 证 明定 理 和 .4.2 及 定理 和 .4.3. 

SH 4.4.1, 4.4.2 及 4.4.3 中 的 条 忻 (4.4. 才 是 有 可 能 放宽 


的 . 


94.5 如 调和 遂 数 的 边界 值 


Ef —uz)44e(2)43E ειν 内 和 解析， 在 FX. 上 连续 ， 
B «(DE ENCGFLipp(0-ps1), RANA HAH § 4.4 中 的 
结果 , 导出 2 人 在 2, — Zi LHES ud) 间 的 一 些 有 趣 的 关系 
Zh. 

由 定理 9.2.2, 我 们 有 Fr EAH IS NE] Sohwarz 公式 


FOV (Fw α(ξγες, D6tivQ), 
其 中 Schwarz 核 s(z, £) = 2(1--z4sz fdot —22) 一 J， 于 是 
FON CAD |, HG, ἔγωγέ 


VL) «ése. 
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EER p Εκ z= ο (š, p, 0, -, OP! DP PI € 9v, W Z GT 
dh. — Suy BJ AK υπ οσα, 1, 0, ---, 0) Pr; P P, Gn Aib — Erfe RE 
满足 (4,4.1) 的 )， REEM 4.4.1, EA. 


70) v. p. 27 CF) |. Βινίη, DEE 


ΠΝ ο”. (e° Tu , 1, 0, η, 0)Ps T Ps) 


x (014199) E dd-V (ZA) | «bé. 
在 上 式 两 端 取 虚 部 ,得 到 
ο(ᾳ) -Ύ. p. V (F, wam ss ος, 


ee ο 


tlU 


«τά. 0-TG, 0) d + »(0), (4.5.1) 


Rm TG, 8) = (1-199) 3, 
如 果 以 定理 4.4.2 ΚΕ 4.4.8 代替 定理 4.4.1, WI (4.5.1) 
n] ARA, RE 
ο(η) =v. p- VC)? |. |ui «ἔπιθι. E HG, m £ 


πι By uu 


x [^ u(e (e t8 T 1, 0, se, 0)Ρο" Γ Ρο) 


x TE 0) D θγν(ο), (4.5.2) 


A 
s) mv. p. V (Af uH D — Hu (£, m) ϱ 


rb. |. ο (es rr e. 1, 0, =, O)P; T Po) 


K LE Jip Κ ἔα 
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x Z0 0) TO, O αρ--ο(ο), (4.5.8) 
这 里 


arc 3 " 
b 2^1 iz-j τα cost 3 z sno; ai 
am š . 


(4.5.D Pi Cauchy 主 值 由 定理 4.3.1 中 所 定义 ， (4.5.2) 
中 的 Cauchy 主 值 由 定理 4.3.2 中 所 定义 ，(4.5.3) 中 的 Cauchy 
主 植 由 定理 4.3.3 中 所 定 文 . 

在 (4.6.2) 中 ， 特 别 琅 8 一 0; 4E(4.5.3) p e= co, ΒΚ 
[iE E: 


vl =v., p. V (Z) 7 


x| uein 9) E, Πλ Eao), 
Sri) $ 

(4.5.4) 
这 了 v. p. V CZw» ΡΝ 
定义 为 | 

p M οι v) B | Re((14- 054 n6 EA E— P — eS Ë”) >a " 

(4.5.4) 4& VERI]: Æ Zi v 上 连续 ， 在 2hv 内 解析 的 函数 
f—=wu-+4@, E wD) 在 Fr ER F Lipp, W) o nf bi B w ή — #h 
Canchy 38 8143 BJ 3: [UR E. 


84.6 Cauchy 型 积分 在 Ἵν 上 的 极限 值 


首先 证 明 酚 个 引 理 
31384.6.1. HE = 为 二 复数 , 闪 且 
(1— (1-7 z 0, 
JU] 


214 Lie 3 δὲ πη 1 [gj Cauchy 型 积分 [第 相 章 
1 _ 
B 
(1— ča" (1—77) 


1 1 
—(aB) M Οὔ’ [πρ πα Ἕπ 4 jr 
a > ' (= (1— £z) e(1—) ) 


(4.6.1) 
其 中 H HEM, ος B Ἢ 
a= Ln B--- (4.6.2) 


证 ”利用 归纳 法 , 首先 可 证 


1 5 a" B a” 
— 7 jd x - ML 1.1, (4.6.3) 
(1 -- Cz) (1-72) υ-- 1 (1 Gz) L—-pz 


00003 ΕΕ ee EK ug 
(1-32) a- to ea-Ly 1r (4.6.4) 


Hur, M n—1l P, 
1 οἱ B 
—— m——4— LX (4.6.5) 
(--το)α-ζα 1—4 1--ξε 


显然 成 立 .假定 对 于 某 一 自然 数 n, (4.6. 引 成 立 , 则 因 
1 1 α * 8 a 

——= 3 -ddemetl τ 

αλα στ) i-e (2i aO Ti» 


gi t-* B "+ a" B 


nl 
A - CS τι d, -i ERI τα 


Í! 


x 


n-rl1-—r nl 
S αρ αι. 


= (1 一 i) T > 


BI DL (4.6.8) ΑΗ F4F-— H AC Ber. RI RI RE (4.6.4). 
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用 归纳 法 证 明 (4.6.1) ΠΤ. Xn-1Bj, (4.6.1) 即 为 
(4.6.8), [ΣΧ AE EL ERE n, (4.60) 857, EA 
1 


O 


~ «θ᾽ jo (eate tun Lem 
Š 


ο. ο uaa Ü 2 
ue (1 — £2) αι.) ec (1—2) (1— 2) 


1 1 
~ (ap) $ oio | 221; 
B=1 a 1 一 Cz) "T ματ {[1... 1 im 
gr (1-7) 


tea Ed 1) 


-L 
1 Βα H 
HÀ G- 1) +=) 


- ag (9 roe oe Bom aui 
μμ v-l "=I a" (1 — čz)” AEL dinis α(1--ζα) 
n+l m 1 
Z2fh-—u 
ο — Ἔγπτ 


g- 7 ) 


Paree- 1 
+ οσα ο) 


' S41 n1 n— 1 州 一 一 01 — 
= (gj) | > > Ora” wü-ti 0C Or ) (1— £2) 


tmb nn 1 n-a yn- _ 1 . 
tao LY + (O91 .ΟΠΠΙῚ ρα) 
J 
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ES 1 1 
— (a9) 1 $ ojn- — A ran a ; 
v-—1 ( (I C2) e) ) 
Jr Ab Pd SS OHO ee OF = Ou, 
TA (4.6.1) XFBr 8 BJ Η ZUR n SES 引 理 得 证 ， 
特别 地 , 车 || = 1, MJ 


_ t 4 t 
το το 
BER Ask (4.6.1) 548 


1 _ - (- DoD 
d-an {d-in το -Om aiT 
-1 a 2—1 Oti 
"CU COU 
(4.6.6) 
B N-2nf, Ar MAIE: [2ι|--1, [σε] «1. Ἐξφίδ) ΒΕ 
-vlz) 上 连续 , 作 Cauchy 型 积分 


F (23, za) - V (C (22)7 -- (L-- 24925 Ao £' — 22)! e (DE, 


(4.6.7) 
其 中 
£= ε (mt its, T — 173), ti 1-5 =1, ta Ù, Os «e. 


记 σι + oe e", e (0o 1), RA (4.6.7) , EF 


Heto geer gg 
F(p, p) = x dp | ,ey 
ο (4.6.8) 
` dax ig. i 
Fo, ϱ) == J, e [rn εκ. 


根据 双 圆柱 的 Cauohy ARAHAN A M 38 Jan Γη), 
有 
3(5 4.6.2. 设 φ(ξ) fe ç (2) 上 满足 Lipschitz ἃς #F, WJ 


-#r — 
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Cauchy 20 3342 (4.6.8) [8] 3 IB [E 

. _ 1 do, — [P pie (e e” 
lim Fle, p) 7313 k w ? db, 


A 


p—l— — 
1 1 [7 φίοῦ P 
X 2r 1 1—74: dé. 
1 1 d. e ο 
术 池 主要 结果 是 下 述 册 条 定理 


定理 .6.1 N= 2n (n>-1) Bf, dE Z (ND ΕΞ S — HEX 
φίξ), BR o(£) —o(e Po) —oo(0 {ΕΣ e? 的 函数 具有 % 一 1 Bç 
连续 微 商 , 38.1 XP οὔ μὴ k B; 1 8 (0=<k=<n— DE Z 上 属于 
Lipp(0-ps1), R4 z= pfs Μι Arw (N) BJ PLE sk JA. DEI (N ) RO Hi 
M T Liv 工 的 点 Eo 时 ， Cauchy 型 积分 | 
FG)-VCAO3| Hne DDE 4.6.9) 
RIRI lim PC) ΕΙΝ. M Eon CL, 1, 0, o, ORS, 
lim Fíp, p, ο, τη, 0) 8] Jim F(p, p, Ὁ, c, 0) {9 3€ 3h x, 1Π 
(4.6.12) EFR. 
£ 0) φίέ) E Fr 上 属于 Lipp, 248 8 4.3 PREX 记 
£= e? a Pe, £= etr Po, 出 于 
E-E) ETEY —2((e— g) (e) + 2Re G - α΄ ag) 
«4((m—3) (2—4)' + ee], 
以 及 当 a, b>0, 0<a=1 BJ, A 
(atb tat δα, 
Brem Lipp, 则 必 有 
CE ]e*— e= |). 
(2) 所 述 φοίο 5p οὔ 可 以 微 商 , 指 存 在 
see) AO] cim p x 


| 8—6, "me g^ 
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这 与 go (e°) — b (OE Ἢ 9 B eR AES Ry ΙΕ dE— 3 i9. 
定理 证 明 如 下 : 
JG Y £o — (1, 1, 0 0) € Zx, D) z= (o, p, O, -'', 0) 
€ Ariy [X (4.6.95, 得 到 
F = FP (Gp, p, 0, =, 00) 
Lp q (ez P dà - 
(p! a7" 一 Doz (e + 152 


y 


可 一 二 ME. AL 
Lf" m (efr P 0. de 
^ Oud emsa 2 Jo (T -- pe 9 LL (1 μα pe τν ο) 5 ^ 


其 中 


gm 一 24 és La, (4.6.10) 


应 用 公式 (44.6.6), 有 


+ 


x? (— l) Oty z 


= Ἂ] cols: , —— y - 
P. > (ολ. PT ο zy G/l-— zi zi) 
x 1 ax qo (6/9) 49 
2c Jo (pe 9 一 ρε 


r 2 (m tki 29 


*— 1 


十 (一 1}" 2 PETETA σσοπ -一 一 = — 
< ) pa (29) +E (ΟΝ... gr =] ( /l-- ci) ΜΕΞ 
i [í qo Ce") d 


AN ῃ (pe t8 ΜΝ μα] 个 -一 机 
(ας: Oui Jara (AT 一 zise-5 
x (ο σα Po do . 
|; rp tht. 


Haay 0=< t sn — 2 H}, 


-f _ pedd — Ἢ 
Dx | (pe 6 — gmyn-k 7 
(—D"* 1 o (d£ 


απ λα — Dag Jii (L — gE 


Wb 6—69, z— pet, BE —go(0 0 利用 分 部 积分 可 得 
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f POR Θα. — | gru 
ει (L—2)** (n—E—1)t! Jia £—23 


其 中 
Dant) — rra (Go) rs) 
Pizza AD ARNAN 


=0 
由 于 当 Osis a, ---- 时 ， 


Γ 7 


J,- š Lo LEOR 
|z1=1 


zest (VI— apt Rai š pe ^ 
-| t 1 
£u (ν1- aht Ἀπὸ 
x[ | Sen ce ο a 
Iti21 L—pe ^ 


qi —igqi + 
ete] qe (e t" 
Uo dem (AT apr 


E az 


根据 假设 ,上 式 第 一 项 的 内 屋 积分 为 一 通常 积分 , 并 且 当 0=o=<1 
时 , 它 对 属于 Lip 亏 (0<p<1)， 而 第 二 项 积分 是 一 个 通常 积 
分 。 因 而 
- Φ 1 
pl—u i σα ΜΕΝ εντος ση ah 2» 
C o9 (£) — eS ai? (a tm) 
«f... 1 di 


L—87 
639 | pp (ο λα 
azet (aL zpU ° 
或 写 为 { 
lin J,— —T heu 
g^1—0 zr Yt zi ys 
B+ go? (eg 
XV. -一 一 一 
P- x]. | gÜ—e.e 


di. f E CG 
2 Jea (VI ας 
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上 式 第 一 项 的 内 层 积 分 是 取 习 知 的 Cauchy 主 值 , 根据 假设 可 知 ， 
EE em = 1 ΕΤ Lip £ {参见 Mycreanmenan [1] T4 ~ 75 Tt), 


因而 第 一 项 积分 是 有 意义 的 、 于 是 
H—2 Aa—k-—1l Qt δω, 


lim I= (— yx 
m ( 1) 之 > 


(去 eleg UE eT πρ "rk 


fo gi 128 Dr. 
ο οφ q Caer a 
x V. p. INE een 


1 |. gf (ea ). 


ο ρω, E σα =] (ν1-- mi ge "à 


[n] 18 n] 18. 
—-2 让 一 天 一] KE /Ym-+ K 1 一 大 一 人 ηἰίη-ΚἾρι 
Hm I = 5 κ᾿ Ot Cr e 
pio > 2 η ----- 
CON — i (A/1— TL 
9x iitI ei eem» pQ (ge d9- d 
XY. P- pe — ÀdÀ m 
"ELA Í PP (a ) 
Oy- dawel (a1 apt 
à. 
Be] «τ 
° ayi μα’ -1 (l—2) "1 Zw 
2x Qa (99) dB 


Xj. O pe rey 81 — pa Y” 
取 球 坐标 σι = cos oi, Ta = AN Pr COSDa, τὴ, Ly = BN gi sin Pya, 
UA, Pa, "tg Quim, T je 
I == [ sin -tpa dpa [^ SID Py. 9 ἄρν a dpr- 


x qo (e dB 
san yz h py 


tyi 
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(EAE Sh 0--p1— 01, 9 —pi= 03, EL ë SEN 
g Bath 8, — ba in As 


o 3 二 == COB — 2 7 Ta SII 


COS s, ***, 
Ay Bn d sm ρα” Sin ὌΝ 


后 , 图 数 


ps" z P -«( νο finn mi + sin όσο» COS Pa ), 


FIL Bi 


.... A 28 z sin P1 P2 sin gy «sin py_1 ) 
eg" (R1, Üs, qa, `°", PN-1) | (4.6.11) 
在 i 一 609, [a 一 20500 θυ-2π) ERF Lip 2 这 可 如 下 看 
出 : 设 


τι P T Ti το — m J τι — F3 gp m. 
τ-- MY qi= GO3 o7 j»-—8m —74- 7 008 Qs, , 


yx eim — 2 Sin pa "ΕΙ pr- 
WA edm Lipp, BUB 
lg" (Pa, δα, Qu, -'', Qua) — 9 (ru, τα, φα, "'', 93-9 | 
-0(18 — «|34-((e—9) (z— 9))*) 
—O((16,—4] + θε 312 5) 
-—0(1,— ES [θα — ral). 
应 用 引 理 4.6.2, v18 


(et8yq40 
lin ὃν | do 二 一 7 - | (1— pe (09993 (1— pe 9-99] 


=- 1 N dés ni (2 “i fa, qi, ttt, Qu 1) dO, 
=V. P -iat Jo 1—6 * Jo 工 一 τοὶ 


1 q'(04, O, pa, ''' 
T v.p. d |, Ἰ --θ 


—4H1 
" p (0, ts, qa, n 
0 1-8 


, φν-ι)θι 1 
+5 v.p. 7 


3 Qu -1)dÓ eA s, D gars $u-1). 
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由 于 o'(0, 0, ga, +=, Qs) 9 (CL, 1, 0, --:, 0), JE E. 
{ΓΟ ον 2m | sinis Qa gpa 


(2 +) 2in—1) Wani 


T X - I (2m — 1) x ul - 
AX | SIT! ση 8 φον j tpan—1 τ 9231) Τ' (n) n (2n - 1 y 


F (265 —1) * N-S zn in Ou , 
lim la = 281) rR Το [ο (pa qa ,Sin gs-ad pr- 


ΠΝ 
"| aah ice 
fÉ φ᾽ίθι, 95, Qa, "7*5, Q1) 061 
X -- e t 
O 


1 1 τα p. (6s, a, qa, ***, Qui) dà 
"y V P. dT Jo Γον 1 


1 Γ o (O, δε, (Da, dr Øy- d$, dgx-a 
p . 


HL φί(1, 1, 0, TT 0»). 


ΑΧ ρα 0 时 的 极限 全- 最 后 得 到 


ii Y (gii Cy 9 
poi - È [-0 (24) ** bI GNA 


- 1 q a—iin— kpi 
Ja ale | 
| s dz 1129 Εν ΘΠ a od dà 


ΧΥ. p.—— τ m 


ge qx? ( αἰδῚ αὐ 
+ (— 1)*e iis— ks xr Ῥ.---- 7 LUN ir EE — ώμος 


-- n—Xx-1 ρε... (nil 


+ Ži f= (22) mr $] Cw —1 ST den (^ T 一 —— 


| "X [(— Ty e fnt bes gu (e 1) + (188 In—E-- UD qi (οἱ) 1 


2n—8)11 ("gins o dps --- ("si 
EE 
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1 Bi dio i p (Gi, a, $2,."'*, ὃν 31) di 
^ 0 P. dr TE | I un 


-ts —&a 


---8 
— 8 4 


+ 1 =k p (0, fa, @ > Px | dos. 


xl. = 2 ο » Ps, er, (py 21) 004 
tgv P. = |, i-e 

ly. 

2 -一 个 一 
1 


349 (GL, 1, 0, +, 05), |. . (4.6.12) 
Duy __ d po Ce?) 
其 中 qo (et) ΠΏ lace, 
e^ 37 φ'ίθι, δα, ga, e, Qu 223A (4.6.10) 0 (4.06.11) BUR. 
3x3 4.6.2 N—2nc-lQm1HB, # ç (N) 上 人 尾 与 一 函数 
φίξ), MEPE) — 9G" Po) =p e° 具 有 2 十 1 阶 连 续 微 商 , E 


PČR oceani 


在 Frw 18, Wii z= oč 从 Sbi e (ND 的 内 部 或 从 Ai (N) 的 
内 部 趋 于 Zi 上 的 点 £o Bf, Cauchy 型 积分 (4.6.9) 的 极限 
值 Iim ΡΟ) ΡΕ, ΔΕΗ S | = (1, 1, 0, =, OR, 

Jim Fe, p, O, +, 0) mi Jim Fg, p, ο, rr, 0) 
lg xe at nr UA (4.6.17) (4.6 18) BER, 

证 ”应 用 公式 (4.6.6), 有 


Hl r k Cm+E—1 
F = F (p, p, Ὁ, UT 997 > ο. . 2 


CON 


"ea AR pe 
Ν 1 f vo (e!) do 
απ 


0 (pe t —git) B (pe — gt") 和 


MSN οσμή 
十 (一 ) E (94113 ° Wya wurde Jic κι 


d. pota”) 40 


^m Q (pe " —g3 (pe '*— Cim yn 7 Jic da 


(4, 6,18) 


Ma "hag LE εἴτι Luc bi RE aa adhoc τι . - «ει i 
站 Hb 


224 Lis RAA ZAJ Cauchy WAS [EUR 
EBRR, JS 

φοίθ 一 S P (s ο.) e, em) (4.6.14) 
和 


(3) 


qo (s^) -- 3 8. 7) (gn eri) et, 


e). (4.6.15) 


根据 假设 , pe, e b (e^, ο) de Av 上 连续 , 并且 易 知 


于 是 


le, e) —o( jg —e™|"™), 


yr (e, g te) x= οί | δια — g |? | n1) . 


J m2 z 


i, ——ISnT 
'” r sal (A/l— ai)"t* 


1 | ” pole” jag 


"t 1 (P (g 191) 

Σ rai mr (A/1— οἳ αἴ "ts 
1 [== (gf? — g) i q0 

(pe — e^)" "5 (pe 
EN XN 

T eua er (A/1-— oA 


1 απ (6 " g ti) 8 


í` —əƏ. ËəƏ 


Am Ju (pet 一 gy" ^ta ( pa" 


BEPIpOSo-clHm, 
Os jn 1, Ox Es n—1, 
PE N (οὐ 一 atiy qig 


( - 1) ΚΗ 
(00 gin 


. κε 
° (pa-* — e)" 7^? (pe- 


Να EET _ MEME. 
(ρε. -- g^" a (pe yg ἐμὴ 3 


1 


1 
— __ πω, 2 


= g δι 5 | 
(4.6.16) 


-pr 
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n a ODAT GHT n- k Ha +T -- 
ey PODL G~1+1) T(n- ο 


X 


κΓί 1) ΓΩ͂-μ!-1} 75) 


x ρθω 


{RA (4.6.16), (4.6.13) rh, $ p—1—0, 立 得 


im J,- SP (D (nt 
πο 88 PS D(n-kt (n) (i) 
x 9 qu (ag n») 
CON. eri (^ /1 — λλες 
ην -5) 
f t y αι αι E25 $—he. 


x > 
Ü H= 


T 
ο Ελ. (z) 


z—] ( —1)* P(n--E) 2 
+ > TOP Gi 


(0 x—1 


x |. ——T 
se (A/1— gi)"** 


1 fax o c? g ας 
zm Ü (e '* — g i1) m+ 和 (at u g t " 


n—1 mutil ( — OUI one 
pico m 5 "e ἐπ-π-}Γ ο) ELi 


DUM EE 


3 
v 
| 
iM 
M 


(7-2 r(n- £p ΜΕΝ (Ie Dye Eap 


X 
TGt)TG-VDTGDTG- B DI(3) 


μμ ῃ Hr - 1 3 
L Rh ">. FP i ne, UE he hiak ολα μπιν, πκπφηφαμο πα... . 
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i KAT Pe) 


"es 


TE Ve 
lim 五 ， = 
pi-0 


k=0 


( 1)" op? Of On rer el "M š 
x 
s Qn P(n— — k+ Fyri (3--1) 7 (13-1) 


s Osa oria; d 


号 一 二 


Qr 
pn eu nk 


-1 


Lie REA [51 Cauchy 型 积分 [557158 
Fn 2 
ἆ (ο 1) (αὐ) +E 


CUN—A 


mm Pe. edd 


ο. — gi?) ὄγφ--1ο. gie" ΚΤ " 


1 


1 | 
2) 
is 1) n-+1, gi? (a ey gai k—25—1—n)m 


+ (— 从 ) bil (i { 1) (g) J | 
| (^ / 1— G8 9 πα 
ixi if. erc. 


οσον. Y ni 


. . (C1 ct oy sg gom) uu 
xL (^ L Coton em) Nb (ot ο") ag 
d — - " mu 
(ect denim — am) s gam) 
由 于 当 p>1 时 及 0<j<nt1, Οκ πα, 18 i 
1 2a (οὗ — 6-88 B — = 0, 
zer Jo (c e — git AE (pe " - ο - 
所 以 可 用 同样 的 方法 得 到 
n—1 人 + 一 二 " 
Ed ο ΝΕΟ CON- sl (l — vi)" - 
i ( — 1j* (a7 19. glo bU 1) + 
zl . -二 【一 1)” (at — ΜΟΝ TUM (4.6.18) 
Am Jo (e gon 5 (ο. — gs 5 


d (e)! ο SJ ib (ee 


B 4.6.17) 80(4.6. 18) 所 表示 前 都 是 通常 积分 ， od pP (g^ = 
d pole”) . ge. 


(4.6.14), (4.6.1b) FR, - SE BEHIE SHE. 


-- 


ip(e? um) 2} 别 如 《4.6. 10), 


— —— = 


党 五 章 E|: 3XXHH zx [8] 
的 Cauchy 型 积分 


$5.1 S Ξ 


在 上 一 章 中 ,我们 讨论 了 Lie 球 双 曲 空间 , 即 第 四 类 典型 域 的 
Cauchy 型 积分 , 在 这 一 章 中 ,将 讨论 矩阵 双 曲 空间 ， 即 第 一 类 典型 
域 的 Cauchy 到 积分. 

ας Ἐξ AA SEIL EI REL], RR, IE 4], RAR, SED 
PEA. 

所 谓 第 一 类 典型 域 90, (m, n), 5: 38 18Η; δε => BI, 由 
满足 - 

' I— ΖΖ'550 
的 m ^ n ΣΙ] CPI BE m E UBI Z HR. 用 JP) XR 
(m, WEE I—ZZ' 的 秩 为 的 点 记 成 的 集合 。 特 别 209 - 
S^ (m, 外 为 Zh (m, 0 的 特征 流 形 . | | 

此 和 外, 我们 以 Em, m0) 表示 空间 

I—ZZ' «0, | 
RE Z Jp m 4 n HETRE. | 

ED RT]: mE eU χε Flm, n) RREME Z, (m, 

n) E. Ef, W.S, (πε, n) BJ Cauchy 型 积分 . 


228 矩阵 双 曲 空间 的 Cauchy 型 积分 EFR- 


F(Z)= p(U)dei(I —ZU') "U, 


AEACHD 

F (rm, n)) Em, 
£ C Sf (m, n) (5.1.1) 
和 Frm) = Arn, n) ff) Cauohy 型 积分 


F(Z)= (U)det(I — ZU) ^U, 


TUE p 
V(Znin)) Jaco 

ΖΕ dtr (n) (5.1.2) 
TETEXEBJ,XECHL Yun) = (n, n), V (είπε, n) XR Zum, n) 
的 体积 。 同 时 还 指出 ， 如 果 ZZ" 的 特征 根 并 非 都 大 于 并 或 都 小 
T1, 则 常 有 酝 方 阵 世 ,使 ἀοι(Ι--Ζ0') =0， 即 相应 的 Cauohy 核 
det(I—ZU') 3G X. ΑΒ HMH, 即使 ZZ'> I, RE m< 而 
n22, WDA UL, "cmn, m), Bii dei(Z-ZU') =0. ΞΕ, 
Ζ 可 分解 为 =U CA", OKP, Uo Vo Wm JEE, A= 
LA, ---, As] 4. ΤΙ 


Τσ ϱ 0 0 
0 0 Ü Όσα) 
[| —U, T 1 Fo, 
9 0 πε Am 
1 1 
0 0 2 J1- 
À a x 
Ju sr 38 
det(I— ZU”) 


0 
= det [1--λι, +, 1—AX4 αἱ 4 
l | τν ο J^ 


因而 在 Him, α) (πι π) μα, Cauchy Bi det(I —ZU^)^* dk 3 Ἐξ 
义 ， 所 以 要 研究 的 只 是 Arm, n) (mn) 及 Zil) BJ Cauchy 型 
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BUM G-1.2) RE (5.1.2). 

在 这 一 章 中 将 证 明 , AUR 2 (UE Z,G) EREN GO (n 为 从 
NOM, N GO — 5s n WAR, No) - 273) gri. Lipschitz 
KEERATES, WJ 2 办 和 581 (的 Cauohy 38 δι 3) 5.1.2) f 
(8.1.2) Z —gV (0<p<1 sk p DF -Yi(m) 上 的 任 一 点 六 时 
的 极限 值 是 存在 的 ， 并 且 给 出 了 当 六 一 了 "时 的 极限 什 的 表达 式 
GEBRS.2.0. WEERT: WR pE “γείου, n) EM R 
Lipschitz $F, 则 Cauchy ZU814M(5.1.1)34 Z 从 8, (m, n) BS P4 
部 趋 于 Sn? 时 的 极限 值 是 存在 的 , 并 且 给 出 了 极限 信 的 一 般 表 
达 式 ( 定 理 δ.4.1). MEHLER: G, n) ERE PMN 
iik SPI Ef, 必 可 用 它 的 ZAARRA rln, n) 
上 的 人 通过 积分 表 出 ( 定 再 5.5.1)。 当然 如 前 面 的 儿 章 那 样 ,这 
时 极限 什 的 表达 形式 是 多 种 多 桩 的。 当 m~ 时 ， 利 用 解析 变 揪 
Z3 W (ZE >I) Bal REB] «81 (ω) fj Cauohy 8EBUM (5.1.2) f 
相应 结果 . 


$5.2 Cauchy 型 积分 在 -后 (上 上 的 极限 全 
关于 Canohy 型 积分 
1 — 
FUD το cs |, PODI- Ù (5.2.1) 


(HP Z€ ZI QD) sk, AZE AO) EERE, A ΤΙ {8 τε HE 
5.2.1, 

t, 3R1T3BI ΜΕ Ef] Caunehy ΞΗΡΗ —F-2EIR, d 
φίξι, rn, ζω) RE XXE 5i] 1, στο, ἱζαὶ =L ERRESA, πε 
ΕΣ ΕΤΗ HG, c, £0 OS --», ἐν), 16] m3, I5] 91, ¿=1, 
2, n, HE 


230 TE REXCRR Az [RIT Canehy 型 积分 EER 


lees, £2 -φᾶν, s io) eM S6-s), 


其 中 M Ἂ--[α eG. c COBRE MI ἄμ, 0-α--ι, WIE 
φίζι, s, GOTE |ξι]--1, -ά»», || 一 上 满足 Lipsehitz AF. R 
(18 
SHE 5.2.1 d φίζε, ---, CORE XE 上 | 一 三 nude] 一 1 
ERIAK, 并 且 满 足 Lipsohitz 2k, 则 Canohy 型 积分 
P, = (απ) ih f oa Ut, Pn) 


ἰξι!-1 


: H (9) at 4t, 


CHR Op-1 m p> 1) Bp B 
im dis > ος D v. p- (Από) 7 | aa 


9 =, G, 1, ο, DIEG- D 7 dl dts 
(5.2.2) 


. _ n, -3y =% -k -f 
lim @, oz ( 2 v- p. Gri) (£11 23 lixl=1 


es, ''', ζω 1. n D EEG D dta, 


(5.2.8) 
其 中 v.p. HÆNA Cauohy Ef, HB 


vof [o bs ns Ὁ [Πέιν D tdt, ns dt, 
lý 一 荆 wrl=1 i-1 
mim | [PG το, WÅ- ded 


Ec |? — 1 
|8ι | --ᾱ |g] 


公式 (5.2.2) 和 (5.2. 人 可 由 Karnues[1] 中 结果 导出 . 
设 e(U) GE Vm) 上 的 连续 函数 ， 如 果 对 于 Ead 
点 v, w, EA 
|φίυ) pw), <M Go --) (—w)?, 


$5.2] Cauchy 型 积分 在 £10) EERE 23] 
Xp M 为 一 仅 与 9g(D) 有 关 的 常数 ,0<a<1, RE p (0 d S Q0) 
上 满足 Lipschitz 条 件 . 如 果 o(U) BESTE N 阶 偏 微 商都 在 21(n) 
EWE Lipschitz 条 件 , 则 记 e(U) € YN, a). / 

定理 5.2.1 d ZG) EEES— BMC (U). n 为 偶数 时 ， 设 
p(U) € i (715, a); nn 为 奇数 时 , k eU) € 9 (222, a), us 
Z—pV Μι Hh (m) IB P (0 Lp 1) DLE, R DARRENA 
T (n) E4E— Ë V Bj, Cauchy 39313 (5.2.1) RRE EE 
的 , 并且 有 


lim F(pI)- S E οἱ (11) Ομ 
p^i- uU I—1l iml) 


2S σι (s) v. v. p. mi)" 


=Ü 


| | δω, ir aa ey ttt bx, 1, "Ta 1) 
|[ξι]--1 μα... - ” 


x ] | 
11 (5,71) ταξιδι (5.2.4) 
和 和 
lim FlipDN = > Y e(a D O anap 
pic c i-i (μες) m 
a P: h 
-— k - 
J -f Janua 1s S’ Ὅν, d, tt, 1) 
l ΤΞ- 1. |{κ]--1 
k 
ών drede (5.2.5) 
=1 
其 中 
πμ], "E Mai TS -l& fia * SS μοὶ 
(z, ο 
saits ' T o= n(n—1), 
及 αι ii lmt, τίν. ,0 
(aaa ita στ (— 1) Eu Vh, h δε. S Kis Kn 


Ip-1 Tien πάω -ia adeb ἕω = Ma 


(5.2.6) 


Li Te Pet Ta ra 


232 EERE [R] EE] Canchy 型 积分 [第 五 党 
mí Cs, e., ha, lo) 与 (Es r, t, ἔμ, Lo) Si (n1, 5, d, 0) ἐδ Br 
有 排列 ,8 是 μα, ce, μο 中 不 同 值 的 个 数 ,而 
省 一 1i (n— p. 71) 1] 
, Qe DU iata gH (es, - cs Š D 
oc BR Ha... Οζ} —Hn-t 2 (5 er 7) 
g^, O Gar] u] a G, Ὁ 


"Dl "D deus Ca, (5.2.8) 
(ub p= Š — l, apt, j-63-1, v. T, 


fü, s a=] APAI, (6.2.9 


Hh (d - [ζι, tg ζο], Ga 一 
(5.2.9) B9 t V. hl 452 B: [4]. 
证 Awek =I, 
d FQ—F(oD, FES GES BE [1]) 
F(p) = (2m -| ... | fie. .... gin) 


E ο να Ü, = Ü 


qM =a, 


t21.-. (n—1)!] 3, 积分 


Am fees sar cn 
(A= [e ---, ο”) 
E^, oy P 的 对 称 函数 GER), 31Η γίζι, ns CO 在 
Id 1, -=, el o1 ERF Z (A. a) Gi S mara), w 
Z (sa a) s w nia. 
4 φι,-ζι--ρ, b= e, k=l, 2, «o, n, 便 得 到 
= (n!) 3 (ari) - η, ο” TL fs ns COPI 
* IL Pro Pod dCi des 
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- πι) (οσο... | | 
EDEN ) πὶ) Haas Pe | | 一 卫 下 


Pire Pap Pi S'S E tU. C.) dé, d£, 
-Σώι)γπιο,,..... μα. 


Ιἑξι!--1 [ερ] 71 
fé, t s n) Die mee Pap Eba, mb" ἷζε 
ΡΟ E (p), (B.2.10) 


il D 
其 中 C... as 3 (5.1.6) BIZR,8 是 uai * μο 中 不 同 值 的 个 数 ， 
(μ) EZ. 
I μα Ut Ee, 
Harr tb uo n(n—1), 
i T, KP) = Qt) | μπα. J. |=1 


"DEL y. fon t Edir dz, 


= (227 | " | 
1151 | ex | m 


go (Da, cn, CO pr nz dt db, 
此 处 


gio, n, C) = (rt) x dos |, I=1 
JG, nn, CO pieta "ge" db asd. 
连续 分 部 积分 可 得 
Toscano) = (03) 7 n u J... 


“op ζι) (Pio Pie) dé, dei, 
其 中 
μμ μεν. (δι, tg. ἔν) 一 [* — uua —1) l... (1 — ia 1— 1) I] -1 


EE SIE 5.2.1. 55i 


add Ag XC Ba s [RES Cauchy 型 积分 LELA 


lim 19}... μέρ) 


` ῥενῆ--0Ὁ 
i οι 1 ) (2 j-^ | 
> "9 Ye P. Mem ti TAS. 


animans GI ttg ex, 1, "UT 1) 
«ΤΠ — 1 -ded 


Jim, Jesus p) 


- Yo(- iy εν. p. (2a) - ef 


人 ddr ζε, 1 1 1) 
TH G0 tat, 
其 中 gu usua 30.2.7) Bp. MEAE (5.2.10) Ape 1-0 


TH 1-0, ERAR (5.2.4) (5.2.5). 
必须 捐 出 ， 在 公式 (8， 2.4)38 (0.2.5) rP Pr H EU F (S , °, 


ζ») τς RAE 所 βὲ Qs ο. 


ND. DERAN 9(U) 所 设 的 条 件 下 ， 公式 (5.2. 人 和 (6.2.8 
mur. | 
事实 上 , 只 需 注意 到 


I] (p.11 Prp = lI (1 — Pere pasa) HH Pos 


lel "jaa 


-H pra IO — Pr o Dj, — Pur» Du) s 
其 最 高 次 项 有 ,例如 | 
1 Php Dip Pa,p' Pno" Pip Par” Paa" “Paie Prp 
B bu σπα «ο η 


"(Do e io Pip και) Jj. 


8 5.3] — # 5 88 235 


11 n-2muÉ2mc-l, EAD EQ jZmM-iBb bd 了 中 的 
po 的 指数 为 正 ， 由 此 可 知 , 相应 于 此 项 , 必须 要 求 Γίζι, rs ζω 
J Ἡ Ἢ ES] s Pak Ra BJ Br c 239 


(n—1) + mn) (m—1)] = (n—m)m 


na 
4: M 9-227 时 ， 


?说 一 工 


, 3Xin-2m-1Bt, 


定理 证 毕 . 


$5.3 — # Bl E 


在 m, 内 上 任 与 一 函数 pU), 如 果 对 于 Zim, n) ΕΒ 
任意 两 点 Uo, Vo, 恒 有 不 等 式 
(Fo —e(Vo) |< K (I, (Us — V) (Uo —Vo) )"^, 
Xp δ Ἡ--14 5 e (U) £ 3: UU EC, 0—a<3, Ἐκ p (0) 在 
Lim, τ) ΕΡΤ Lipa. 
我 们 首先 证 明 
2]12 5.89.1 Είτε Z; (m, n) EAF LipatO-es1), 
则 
s) = POG ml, nci) (0 p]? 


在 d=1 上 亦 属于 Lipa, Ab P Hn DEDE, $E uP- 
(1, 0, ΝΣ Ὁ). 


: 1 = | N 
证 5 61 €» ME P | (O, w) p yo. 


D . 
mÜ (22 -| p | (O, ο) δι E 


836 BE PS i AE fS] f Cauchy 型 积分 [第 五 章 
Kt u= (1, 0, 0)P', o= (1, 0, =, OPL P, P, W 31 š 3 


EE. Td 
-as o (( °)>) 
-efla ο)ρήῦ, 
-...ἰ»(( 7) 
-ο{ H3 


因为 pU E Film, πὴ ERT Lipa, 所 以 
|g (u) — gu (v) | 


1 0l. 1 01. 
s]. [Sa νο Ter (s sz)" 


x on 1 0X1 ο 
-PP ZU <) 


= Kit (I2 - P'P, PP)]? 

=K [f (1 -- Β-- B»)? - K.[S( p TB. 
此 处 K = K -U (2#,G(m—1, n—1), B=PP’ 

B u= oP =B, SISA REHE Jy Bk B, 在 
ME u= oB 的 前 提 下 , 是 任意 的 . 事实 上 , 可 先 取 一 西方 阵 P, 使 
u= (1, 0, =, QP, BER—ADE B, KEW Eu=0B, A 
P,= BP, WHK v—uB1—uPP,- G, 0, --., OPi 

>J MIX T u, o, FERAN A, ΒΕ 

bA = (1, 0, ==, 0) —%o, 
wA- (a, b, 0, =, 0) =u, — |a|*4- | b |*— 1, 
4 O = 44, (SUR 
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Uo u= vBA= mA BA =C, 
Aj pk Hk kË BJ ΜΕ C, EE uo = voO 的 前 提 下 , 也 是 任意 的 。 我 


TUR 
2 ὃ 
o-|-—5, a 
I» 


于 是 £C —0) 0 —0)) --2(|1--α|5-- [5]9) 
—4(1-Rezs), 
而 (α---υ) Qu — v)! = (uo — ve) (tto — Uo) 
一 l1—«a|?- |5|*—2(1— Rea), 
所 以 tL(Ç—B)(I—B))=1,(G—O) 人 一 CO 人 


-2(u—9) UY. 


因 之 , 景 后 得 到 
|σίω) —gQ) | = (V (Z,(m—1, n—-1))5 71969 —g G) | 


=O([Gr—o) (u—9)^35), 
引 理 得 证 . 


$5.4 Zn, m 8) Cauchy 型 积分 在 
Jo 上 的 极限 值 


应 用 引 理 5.8.1, 我 们 有 
定理 5.4.1 d; 9 (UE 入 Om, n) LBT Lipa(0 asi), M 
Cauchy 型 积分 


F(Z) = (V (Z,(m, n))) 2]. „PU d(I- ZU')*Ü 
(5.4.1) 
当 z-u|^ ' VEZ (m %) ATA ο] P l )r.e 
0 Z, : 0 Z, 
Sm D Rf, XR EB ΕΤΗ HEFT 


238 AE [PE XW TH x [B] J Cauchy 型 积分 [38 ΤΕΕ 


v. p (V CZ,(m, n) oda- QU) 70 


Br 


+ de(-Z, PV C£, (m—1, n-1))) 


, [A4 9 " 
Ja Ῥ σι | Ü 了 2 deir ιόν) 


det (T — Z,U3)1-U, (5.4.2) 
HH v.p. 之 意义 为 
lim (V (Z;(m, n))) 2 PU) dot(I—QU) U, 
(5.4.8) 
这 里 mn, n, 8) ERR K 38 IU |U € ACn, m), |det(I 一 QU)| 


ἀξ [ΠῚ ΗΕ 


z»8|det (I —TqU^) 1 Τη r-o ο 7 v. 


证 (1) 先 设 e- -- 到 ΜΉΝ; 
apal, 2 
Ç 1 u . 
$160 - rcgia J 0 op)? 
Ἡη P 29 BB 5.3.1 ps. MJ 


Ρο], σώ Lp) 


此 处 u— (ui, wa, ty Us), ouai 发 示 uu =I RR, ἹΚΒΠΙΣΗ 


5.3.1, gu) TE = 1 ERF Lipa, 由 定理 工 .4.2, #8 


a . 1 AEn oap 

lim P(Z)= lim L| σ)(--ρα) "u 
~ gu) _ 
TEN 


+590, Ü, DT, Ü) 


ἃ 5.4j Arim, n) Y Cauchy 型 积分 在 YT? ΜΕΡΑΣ 458 


= H f Ogo Sa 
9 Wan~1 I ΕΝ E Gu Uu) T 
1 1 


*3 PZ m-i 2-1)y 


| 1 0 , 
ka f ((o Ui ) a 
, EP NN Ü 

ποιες det (I—QI' 


1 1 ο, 
2 V CLE, n)) 


1 031 
| El, n—1) Ῥ (( Ü Ci ) Us 
pl 


ZUP τισ >J... det (I — -Qu 9 


HRS 1 
"3 YU(-i, 2-1) 


| 1 0W. 
. U 
|... Arij) Ῥ ( 0 ΚΗ )) n 


y Vo Z, Ze 


-- 


G) 4r ο 
σος ο... 
W-9(2),W — Α(ἄ--Τω(1-- 102) =D, $ Το--Όν z.) 7 
变 到 原点 , 其 中 ame (5 Us D9- (5 pls As δι 

A BR R LA L-ZZ07, DD- G7 Z2). USO, 
W-PD 88324 ZEWA ο), % Q 3230 
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0 0 
QI, 利用 熟知 的 关系 式 
de&(IZ—WV^)-1de(I—ZU*?) 
= det (I —T T4) t dek (I —TU')det (I — ZT) 
及 V —dei(I —T,7^)"|det (IZ —T4U^) | ^U, 
可 得 det(T— WP) "P -- det (Z — ZU^)-* 
. (dot (I -ZT det (I -UTA) ^U, 
于 是 ΠπαΡίά)- PLU TT GE s 


| gr) 
semn det(—WVF* ' 


其 中 o —- f($(V))(det(I—-G31(V)TQ*, δὲ κας} 4E 2, 
(m, 31) EAT Lipa. AODEM 
lim F(Z) = dei (r—d3(Q) T 


(o ο) Ron F BN A Z= W), TE frim, n) ΕΠΗ U = 


1 
Ἔν» TF, DE 


| | JO) 
zin» det(I— RoT)" 


1 1 
το yZ, m], n-1)) 


ο. lo r): ... 


其 中 J 1 一 lim perry n) 


f (P (V))dek(2 EAT TPO)" p 
Emm τωρ det (I —QjW 'Y"det(I P (QU T)" 


T lim V (= I Cy n)) J snum, e) Ῥ (U) dei 4 nk ^U 
取 之 定义 为 
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1 pU) : 
v. P. V (im, n) j... det (1 —QU')" g, 


关于 积分 区 域 之 确定 ,用 到 如 下 事实 ， 将 所 取 之 乙 , 夯 及 To 代入 
det(Z —WV') = det(I — ZU") dev CI — T's To) 
deb (I —T4U') -det (IT — ZT) 
注意 到 det (I — T Pt) = de (Z — ZT), 358 Z ΕΤ, Hh, W 
fi Qe BI XV {154} E aR det (I-V) me, # πὲ dk 
V -4(U), WEH Ὁ HRA E det —QU^) | ze |det (I — 
TU") |. 
BE Ja ΤΕΕ -Φ(2}τΤ, Fim, n) ERU 
i Ù L 0 
P σι) V, IP p) ELS 
Vi-A;Ui—Z)0-ZUi b, 
Bi  V.-det(I—Zi£))"|det(£ — Z,U1) | 9 uD, 


u 1 
BA Ja AV (Zm —1, n—1)) 


nello νι) 
JL, (o Vi 
1 0 1 > AN 
det I—d0 $ 0 7 το) 
det (I — $7 (Qo) To)" 


i 
` 2V (Zi(m—i, n—1)) 


10 
. li ~ 
| mia (Us | 0 σι) | ) 


det (T — Z4,Z, 0" |det(I — Z,U1) 15 ^? 
1 
2det(I—Z7,2V (Z;(m—1, n—1)) 


V. 


£ 
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. f 
MEM ο τω. U, jr 


-. ἀοιίΙ--ζιΖη 
det (I -ZU i ^ 


综合 上 面 所 证 , 便 得 公式 (5.4,2)， 

应 用 定理 5.4,1, 我们 还 可 得 到 

EJE 5.4.2 ^ 3; P (U) A00 Ee F Lipe (0a), W 
d; (n) 的 Cauchy 型 积分 


-~ 1 pU) 7 ( 
FU ο lno U ZU J 64.9 


ü 
ww Z= U; κ N jms d @) (D BT Z7? Ef s Q'= 
1 ü 
o πι us 
v» (U) 
P= ΜΝ asd QU^* 


1 
2 BU CI 


(1 0 
PELLEM 


. det( T —U421) 


det(I—Z,Uj)1* ^" (5.4.5) 
IERE v. p. TUN 
μας αι. ο, .. 
im p GG» zie det(I—Q'U^o* ' (5.4.6) 


其 中 rn, 8) Eo PA SS AU U € ^r (n), |det(Q* -U) |> ej det(Q" 


Ü 
-QU) G= an) Do 


土 述 定理 的 证 明 是 容易 的 , $ Z ΤΗ, WE, U =V, 记 


doma! 


πο 


8 5.41 diim, n) pi Onucby 型 积分 在 wy Γρ FE 18 24d 
Ψ (V) -9(V5deV-*, WS U = V, 便 得 到 
GV) = F(W-t 
ο να det W^ (7) 
c» V (-Vrin)) πιω det (T — W Py" v, 
EY eT) B E: ΛΕΣ 5.4.1 rh Ας, US Zr BJ, W — 


ro 7.) UoE 2, (1) iP. £79 lj e-e =P a w.) Ü,, 
其 中 0x7 L1, W,- Zi, 于 是 应 用 定理 6.4.1 以 及 变换 Z1 
=W, U=F, MAAD. 4.5), 

如 果 我 们 以 定理 1.6.2, PREM 1.4.2, 则 可 以 推广 定理 
5.4.1 及 定理 5.4.2 ΠΕ, 

TA 5.4.8. Zo E Zim, n) ERF Lipa (0 a1), 


ji] Cauchy MRA (b.4.1) 94 Z — Uç g ' ) V οἷς Zim, n) YT 


0 Z, 
m Q= Uç » Z )vee gi IT, COB BR EL RETE TERT, JE HART 
上 


1 ^O FaF 
v. p. YF, w S eoa pidet (I —QU') U 


fr ag Y> Ly Wr — — -ᾱ 
AXE) de (I — Z42,) (V (4, (m—1, n—1))) 


| 1 0 B 
. det(Z — U ,Z: 
fanann p σι | 0 o. νο) et( μι) | 


det(IZ — ZU) U, 
其 中 v. p. DE XA 


um 1 RU) Ὁ 
gUüÜ V [Z (m, n) ) pese det (I—QU )" 


deth 4 gt Im det? zt 

- . - Ü Ü 

ums -I-QU'-UT,-QT, To=) ( x. 
1 


0, 870, 


) V o, y-a/B, a 


' w Un EMG Fidji μαμα ur] - 
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特别 取 S—OBH,LNH 
Hm FZ) 
yD 2 pO) 

CP V com, 35! ems» det(I-—QU'^ ° 
这 里 v. p. 的 定义 为 | 

p (iU) 
Hum Me AC n)) |. det (J — QU" 


Ty E Cauohy WRAAE n] LH — F Cauehy = 1Η 3 # 
示 之 ， 

显然 定理 5.4.8 Rog 5.4.1 ΠΠ), ΕΤΗ ESL 5.4.4 Jë 
EM D.4.2 {ΠΕ}, 

定理 全 .和 .和 者) 在 ΦΕΒ 于 Πρα(0-ας1), M] 


9; (n) fj Oauohy 39814 (6.4.4), 35 Z— U: (? ^ D» ΡΟΝ 
(SD AT απ ο pag k --Όο (o z.) Vo BI PR E AE F 
在 的 , 且 等 于 


vum 一 DO 

P ΜΝ I (n)) zo deid —Q'U')* 
1( y" LM 
a+ß deti I — Z,Z V (2, (n — 1») 


,fi 9 det(I— UF) o 
juo " σι | 0 " νο) det (I — ZU )" Uy 
Hh v.p. 的 意义 为 


. 1 "TIC AT. 
am yq ooh -- μμ... 


(Re det8.21--83CHe det oreet 


这 里 Sa T+ -UQ* -Q'U'Qy, 


πο A^. JC bH "σα Rana i 


£ 5.4] Aim, n) BJ Cauchy HHA ΕΤ ERRA 245 
AFER 8= 0 时, 就 有 
. u 1 FPES 
Hm F(Z)= Y. {ές XEM PU do - QU) "U, 
这 里 v. p. 的 定义 为 
1 RTT - [t š 
Em P CE ΤΟ zm e (U)det -QU U. 


He deti, 2i 


也 就 是 这 时 Cauchy 型 积分 的 极限 但 也 可 以 用 一 种 Wauopy =E fü 


米 表示 之 ， 
同样 ， 忆 定理 1.8.2 代替 定理 1.4.2， 册 定理 6.4.1 中 的 


(5.4.2) ΒΟ 


1 MO -h 
VP CF, n) | zio t- Ü 


+bdet(l— ZZD 2V (Z#,(m—1, n—1))1 


: [ti 0 = 
JM P σι | Ü o.) Vo) dei De) 


dek(I— ZU), 
Wi (6.4.3) n ΕΝ 
lim (V (£1(m, n))) pU det —QU*) 70, 


τε, 
EE π.χ 
lm det8; > 0E 


这 里 总 由 定理 B.4.3 rh Er AE δὲ, 而 
35-3 [or βπίςᾶ aa., Bint 1: 
b= τ [5-1 costaz am $ ah, 
而 定理 5.4.2 pRO DA ΕΤ 


1 ο {μην — χ᾽ 
Y. P. VC ny) | oo φ(Ολάεια οσο 
—bdei(1—24,25) 1(V (Z, G —1)) 


| 1 0 - "i 
1 v1) Ῥ (v ( 0 E } 2 det (E - Uii) 


«det (I -- pA σι, 


246 ^. SEREGX EX ΞΞΙΒΙΗΗ Cauehy 型 积分 UST RE 
(5.4.6) T LEER 
im (Z| e(detQ - QU), 


Ee deti yea 
Im dety > Πε 


这 里 S, HEM 0.4.4 pP EN, ΠΒ ó ἘᾺΝ ΠΗ͂Ι. 


$5.5. Zn, m ΗΝ B —18#40 ER S 859522 52 EA 


可 以 应用 定理 5.4.1，5.d4.83 等 来 研究 S£; (m, n) 的 B-RA 
熏 数 的 某 些 边界 性 质 ， 我 们 有 | 

EE D.D.1 HS —u(Z) Fév AE ει m, n) ARN, 
在 Rr (m, n) t Z^; (m, n) ΕΕ, JE H «(Ud Z On, n EJ 

l 0 
F Lipa(0-a«1), MHT -AP 上任 一 点 τμ 2) Vo, 
Zi E. < Jo» 有 | 
v(Q) = v. p. (V (Zim, n)))7 


JH uu «σέλα, U) -EU Ú 


++ (det —Z.Z)V (#(m—1, n—1))) 3 


1 0 
. f 一 本 
MEM Ë [ο | 0 p.) νο ° 


(PO, U) —T(U,, SN Ut v(0), (5.5.1) 
其 中 H (Q, U) ^ de$(I — QU')7*, 
TA, U) =d 0 -U,Zi)det(I - Z4U)*-*. 
证 ”利用 £m, 号 因 解析 函数 的 Bohwarz 公式 (参阅 80.2)， 
我 们 有 
F= Vm n) Yy 


| uS, U)Ü--iv(0), (6.5.9 


$ 5.5] Sr(n, 2) AHI ΒΕ etas dcn d L PETA 241 
其 中 Schwarz t€ S(Z, U) -2det(I —ZU^)-*—1, δ 


z-a? δὴν, 
趋 于 Q, lim f (Z) =7(Q) 是 存在 的 ,而 (5.5.3) 式 之 右 端的 极限 
值 ,可 由 定理 5.4.1 得 出 , 于 是 有 
FO = v. p. 2 CE (m, n)))7 
det(I — Z,Z1) 


j zc AU ) det (E — οὔ U+ VGEr(m-—1,n-—1)) 


i OX. A det(I —U;Zi) 
α i —Á— — — — μαν  ... 
| i 0n-1,8-1) «(ui (a yp | der zi uà 


-u (0) -- ου (0), 
xE KISS ΕΕ ΒΒ, [818 (0.5.1). 
利用 变换 2 = W, EB 
E 0.0.2. Ub yG) —u(Z) -iv(Z) 3E 2: (9 内 解析 ， 在 
m (m) +Z (m) ΕΕ, 35Η uth E οτί) ΕΒ + Lipat(0—<a 
<D, WAF Zimi) E fE — 8 Q" = o z Ve ZZ 
πώ. 有 | 
ο(() —v. p. (V CZ1( ^t 
| DHE, U) - BU, QU. 
— (2de4(I —Z,2:)V (Z1(n—1))) 7 


j 1 — 31 rr 
To Z IP U, Jr) Qr (Z1, U) 


| — T" (A, Z))U017- v(Z..), (5.5.8) 
其 中 

H*(Q*, U)= ( 1)" det(Q'U)"det (I1 — Ων, 

T* CZ, U, = (— D” det(Z,U,) det(I — U ,Z')det(I — Zg 
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Z 表示 Grassmann MEF, FREE Z9-—(0", I") 
TALA ( 韭 齐 次 坐标 2 与 齐 次 坐标 (Zi Ζο) 的 关系 为 如 = 
LT s). 

TA 5.5.1 及 5.5.2 中 的 Uauehy Ed Je X. Ἡ ΞΕ EB 0.4.1 
所 给 出 ， 

同样 ,我 们 可 以 推广 定理 5.5.,1 5.5.2 如下; 

定理 5.5.3 Yt f(Z)-u(Z)-Fiv(Z)3E Zi (m, n) ϱ Π Sr, 
dE Arim, n) t Z (m, n) EE, HE u(U 4E Z, (m, n) EAT 


Lipa(0-ca«1), MA T ZPP Ef—mQ-U, Lo 2) V o, 
ZZ Ie 

v(Q) — v. p. (V Cim, »)))7 
uUi *(H(Q, U) - H(U, QU 


| 
AQ mong } 


iE ) -(desQ -- 7.31) (Fm1, π᾿-- 1): 


1 0 
. i p 
NEM Ë (v | Q ge) i 


«(ῬίΖι, Up - T(U,, ZU, (0), 
Ap HO, U)R T(Z, UH ES 5.5.1 pieh, 
ΡΗΗ 8=0, RA 
v(Q) = v. p. (V (Frim, ny)) * 
| ODER, D-E U, QU +Q), 
IEEE v 可 以 用 人 的 一 种 Oamehy BA 89g 3: (toe A zr. 
定理 5.5.4 设 f(Z)-u(Z)-Miv(Z)3E 26: (n) ϱ fi Br, 1Ε 
rn)--- m ΕΕ, 35Η u(U F m) ET Lipata 


1 O - 
<1), MH Xj «1-1 ΕΙ — R e-d; 7 Vo Zi 
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1΄-», 有 
v(Q' τν. p. (V (Gy) 


. Í οκ YONE, D) — gu, Q") Y 


Gi) 


„(d(I — Z,ZV (.;(n—13)))^ 
1 O — 
= Tr pol * 
| “ t ? (o 23 ° £ (ἄν, Ux) 


—T*(U,, ZU +2 (Z.), 
其 中 HQ, D, T* (Zi, U) i sg Bl 5.6.2 vB Bray H, 
AEM 5.0.8 及 定理 5.5,4 中 的 Cauchy 主 什 分 别 由 定理 
5.4.3 及 定理 5.4,4 所 冶 出 . 
同样 , (5.5.1) 式 可 以 蕉 代为 
v(Q) --ν. p. (V CZ», n))) 
u(U)à 3 CH(Q, U) - HU, OU 


NEM 
Lb(dei(I —Z,Z))V (4, (m—1, &—1))) 


1 0 μιν" 
| (v. , 5.) Vo) ἀπ Τ(2ι, Ui) 


-TU Z))U:t- v(0), 


WE v. p. 的 意义 为 


lim (V (Z, (m, 97], - 


Imdetz) >= is 


ολα QUA og; Sin(n— Dt :] 
b= τ ka | COS £ sin š Jd Μ 


(6.5.8) 3X n] UERY 


Zol EER a Cauchy 型 积分 [ΠΒ 
oR 一 V p. (V (2,(n))) 7 
[Our e, U)—-H'(U, QÙ 
' —b(det(1 — ZZD V (Fini) 


1 ῦ 
. Vo tQ Ὁ 
mE u σι | Ü σι) .) N . ; 1) 


-—TqUQUA, Z))U, rv(Z-). 


ων ΦΑΝ ΗΠΑ Henkin 型 积分 


$6.1 5| Β 


zr8 0.4rb, it Y 3 dU d S Henkin-Ramirez Ἐξ Stein- 
Kerzman dX. “5ο H-R HA S-K 1. 这 两 个 核 都 是 满足 
$0.2 中 的 四 项 要 求 的 尤其 重 变 的 是 ， 这 是 两 个 解析 的 核 . 车 
Qc C5 为 有 界 、 光 滑 , γαι, H (z, 为 其 H-R εξ S-E 核 ， 
WHICO,vCbO, dip H(, t0) 为 的 解析 函数 , 所 以 , πὲ 
(το) € L(5Q), RE Cauchy 型 积分 (或 称 之 为 Henkin 型 积分 ) 


j A Εύα, w)u(w)deo,, z€ Q, 156 δ 02 (6.1.1) 
WEË 


Ἢ z 的 解析 消 数 ,这 里 dou Dy δῶ EEY Lebesgue RRIA. 

这 一 章 的 内 容 为 ， 将 第 一 、 二 党 中 的 结果 推广 到 一 般 的 强 
HARES, WETH zJ ORRE DRN a TARR, 
Henkin WHARE RE, A BAe Plomelj X, 之 后 
A APERIRA EAE, kB 8 8 T Altc 及 
Kerzraan +g Steinh jA mH, 

在 这 一 章 的 最 后 ， 还 讨论 了 由 00.3.8) 所 定义 的 Boohner- 
Martinelli Bi (i fE B-M HO Et τ; Ν βή Boohrier-Martinelli 78b $1 
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分 (iG dE B-M 型 积分 )， 

xt — 3€ B9 P3 ELE 36112), AAEL, 41, 

E FR e dH ΒΗ u Ji rh BE, TU saji 33E IST — ΕΠ 
以 用 Heisenberg PA HKEE. 事实 上 ,我 们 可 上 有 如 下 的 定 
理 ! 参 阅 AHi], Foland 5 Steini1]5. 

定理 6.1.1 τος ΠλΗ͂. CHOR. ὑπ} ux, OCD, 
JH G, ο) ἃ H-RE BR 5- E, 则 在 名 =0 的 附近 ,看 在 一 个 局 部 
解析 变换 ,使 52 成 为 

wcbQ, S5 H 425 wt rv NER 

r= EP a(£, D, (6.1.2) 
这 里 w= Ga, -’», Wa), E= (τοι, ---, a), DEP EE, RERA 
e Je =. pray. Ep 
Μπι lsté, ὑ}| ορ), (6.1.8) 
这 里 p= | 27, μή HB (0, w) BL 


HQ, Ὁ) γι εστω $0), (8.1.8 
xk HB φίω) 4 ως b 时 为 绝对 可 积 函 数 ，y 为 常数 . 

BAE, D CC x R, M r= |£]? 32 Heisenberg PE H Sa-i» 
(6.1.2) ERDA di w0 点 附近 ,可 以 用 Hoeisenberg 群 曲面 Sat 
来 逼近 之 ， 曾 (6.1.3) 药 a(€, D BIOS 00 5 S, Z ILI Ut 3538 
度 ， 事 实 上 , 还 可 以 证 明 


rwy y pra ttOO. (61.5) 


6.2 一 般 的 Plemelj 公式 


我 们 先 来 证 明 如 下 的 一 般 Plemelj 公式 . 
”定理 6.2.1,. 设 日 为 G" 中 光滑 、 有 界 、 强 报 凸 域 , Πα, ο) 29 


8 6.2] 一 般 的 Flemali 公式 | 252 


H-R gR S-K Hi, «CO (50), : 
Hu) = | 百人 wulwdow, CO (6.3.1) 


为 Cauchy 型 积分 (或 Honkin HMHH, αχ H do, 为 bO BU 
Lebesgue 面积 元 素 , Hj Hu z 的 解析 函数 , 且 在 如 上 连续 ; 当 z€ 
ὁ Ω ΒΗ, 

y. p. | FH (2, UDUGU dT w 


= lim H (z, WUD Cy (6.2.2) 


gU ω 1565 Dg Diz, 6) 
存在 , 这 里 D GG, s)2 2 ΦΚ, 当 e0 Bf, Diz, s) SIE κά 2, 
H. 
lim lim H (2--và, WRTw= a (6.2.8) 


e20 -ῃ μοι TO z, g) 
存在 , a 为 常数 , v p b Q 1 1151. 120(6.2.2) 88948 29 Fl u, 
34 z A Q VER REEL 227 ILLU 2 ὁ Q ET, id 
Hu(z) = Hm Flu (zo), 
于 是 我 们 有 Plemelj 公式 
Huld -au(z) Hue). (6.2.4) 
ue DG, 8) 取 作 Goch Q, giw, Sis Bf, WA ΑΙ 及 
Kerzman-Bíein i 定理， 这 时 a= Ł, Hj Plomelj 公式 成 为 
Hu) => uw) FH), (6.2.8 
现在 来 证 定理 6.2.1. 
固定 zchQO, 不 妨 取 2 一 0， 于 是 条 件 (6,2. 引 成 为 


lim lim | H (0--óv, w)d a, a, (6,2.6) 
wee) 


E£-c0 OÜ 


xx ΒΗ ν 为 内 法 线 方 同 ， 于 是 
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Hm lim H (0--8», muld ow 


ED 


— lim lim H (0-8 », w) (u(w) —u(O)) da, 


Επι «ΠΠ Joawcbg-DPD, E) 


+m lim H (0--8v, w)u(0)do,, 


&—0  d— JJ angu OD, ë) 


由 于 EC 人， 故土 式 第 一 个 积分 存在 ， 而 第 二 个 积分 过 
(6.2.6) UA v(0) (L—o). BI, Xp T 0c€60, 可 以 有 


Y. D. f H (0, whut doo, 
wE bi 


= H (0, wuld oc, 


- | uo Ἡ (0, w) (α(ω) (0) dou ru) ~a), 
AZ Tcro, S5 US 
ο 


=| HG, w) (UD —u())d o, Hul (1—a). 
(6.2.7) 


# cc, 则 显然 有 
| EG, w)uGo)do, 
- Í H (o, 20) (u (ae) —u(29)) dau a Gu) | H G, w) dg, 


= lí Ís, . 
34 2o HE JE UI ER Jy i Τ 6 (Q BUY L LL s BF, H (6.2.15), 


jim 1, |H (z, wy (u (a0) —u(2) do 
= v. p. | H (2, w)u(w)dao,—u(z)(l—a). 


W 34 zcbm, 


8 6.21 一 般 的 Piemelj 公式 o5E 
Μα) = v. p. | EG, w)u(u)da, -u(2) (12) +u(2 
ie 


= v. p. j , H G, w)uQw)d ad aun, 
L = 


WI; RE (6.2.4). 

来 考察 一 下 条 和 件 .6 .2.3)， 

由 定理 6.1.1, 有 局 部 解析 变换 , fp OC b Q 附近 , ΑΤΙΑ 
(6.1.2), H (0, w np Æ 73(6.1.4), Βία, ΙΑ ADO, δ), ΠΠ 
(6.2.6) RA 


1 1 2 + 一 的 
es OERHEID san 


Ε-Η} 


| do (w)d n), 

mc PO,sg) 

这 里 d, (0) 24 ως b Q 时 为 绝对 可 积 , H lim ó, Qo) =p (w). 由 于 
D(0, 8) 24 ε-»0 BJ αι. HS 

pid ji —9, 


lim lim | 
s— b — d-—) icc POE) 


BC ZR TE (6.2.9) RON 


lim tim | (63 δ-- i£) "d =: a, 
i£ D, E) 


gn JU 
{ΕΤ X Cayley ἀξ H T. 
— Wa 2. Tiy- a4 Ἱ--ε 
κ. 十 十 名 o Saa lan ΜΝ 1 tw 
H Toa, tto r, W 
_ ZlImus, 1 — [έν 2 


πα μη γω” 
TETH |£ |" TO ΒΕ 
Ra ^T t H- lm ᾳ 


l+ u, 12 
ΒΤ ἩΕΓ ΚΕΕΠ τ750, += [£]? BEI uu — 1, SX ΕΞΆΒΗ 
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i--2éImu,— hu]? oa (Ettn) (E— μα) 
| LF tin]? +ò EET tò 


— (L8) - (1-8), 


= “ “* L8 EN 
Iu, Iu. 
而 dj — — +u) τὰ, 于 是 条 件 (6.3.6) 成 为 
Em lim -f T 
ει δη να 4 r 3968 ΗΕ CL+ 6)*(1— ΤΕΣ s) 
—]im lim f 
£20  p—1 itani J Ίος DCD EJ (1 — pua)” 
~ lim lim | A .2. 
ΜΗΝῚ P= 1 458 | r WED Pp E) (L — pau)” K 6 s 5) 


此 处 p. = (0, Ka, U, 1, D Pr, 8) JJ D (O, &) 28] X, Cayley AF μὲ 


后 , 所 得 到 的 p, 的 邻 域 , ϱ- 555. 


绸 来 仔细 考察 D(z, e), EEM 6.1.1 H, PEIEE E Mnt, 
JR σίω, 0) = —ét-Fv— iwn, 所 以 , 如 果 Di, e) BRE ΜΥ 
giw, z), ΠΛ. DG, ϐ) Ἐ De, e; Reg, Img), 经 坐标 变换 
ERA D(0, εἰ Heg(w, 0), Im g(w, 005, 32 BIA BDO, s; v, — t), 


. | djul?  -2l1mvu, 
经 广义 Cayley ERARA D (n, ο) utis rut). 


Bi. Diz, δι Reg, Im g) H o^ (Re g)? + 8^ (Da gy? &?,. cul fh 
Ἡ a (L— |us1*)? -4 8" (la u,)* &?, 又 例如 : De, e; Reg, Img) 
Ἢ ([Reg| <ag, IImg| <88, a70, 870), Won ko (1— lu, |° 
«ae, 2] Ime] «βρε, a70, 87-0) 51538, ΤΕ ΕΠ YF, HEEL UE 
ri — 38451 D, &),x1(6.2.8) 进行 计算 , 可 以 将 第 一 , 二 章 中 
的 结果 推广 到 强 氢 凸 域 上 去 ， 


$6.3 bO 上 的 奇异 积分 
iid (0.2.4) B] EARE XB] Hw), C550, Ἢ Β X 


$ 6.31 bh [ΠΗ 857 


4 wcbO, piw) c Lipp, Όρος, z, ος, 1r Cauchy X 
值 意义 下 , 令 
ga (2) -| H (2, w)o(w)da,, 
gae) e|... Ἡ (ο, «ο)φι(ω) σα, 


这 里 — 328 Oanehy 积分 的 主 值 , 挖 去 的 邻 域 为 Ds(z, ὁ), 而 


xj pv 83 (6.2.5) ΜΗ͂ΛΑ a, 
fE Cauchy 型 积分 


Jem [| Ho, Wow dos, 


fien - | Hi, «)φι(ω)άσ., nea. 
η A Q 内 沿 着 非 切线 方向 趋 于 8Q 上 一 点 区 ΒΝΗΙ(6.9.9, 
FO=| EG, ο)φ(ω)άσω--αφ(ζ), 


boo 


O= | HG, ὑ)ριζω)άσ. -δφι(Ό,. 


^ 


由 φιίξ)λ, pali) BY AE SCRI 
Qi) =F E) apli, p (D —fAOD — 50 (85, Z € b Q. 
将 oi (8) T6. γι O) ELE P, 


fiip = f Ἡ (η, WF) dos 


H (η, w)gQod G en 


SGB) 
—f(m -afm = (1—a)fim. 
因而 φαίζ) — (1—a)f (D oF) — αφίζ)) 
—- (1—a—b5)f(5) -αδφίζ). 
对 于 <c， 如 果 存 在 z 的 邻 域 D, (z, s), MESAFE hu(6.2.3 Bf Ἢ 


25d XL) Henkin 型 积分 [Em 
b, H1—e-5-—0, WERA 
pa(5) — ab φίξ), 


也 就 是 τν Is — «ὦ I, 
CH T PL ης. Fj FÉ n] üE FH 
il, Hl, = τῷ Z. 


于 是 可 以 得 到 推广 的 Poincaré-Bertrand 公式 ， 
定理 6.8.1 (Q Jy C^ hin. XL. TR A RE, H (z, w) 
为 H-R Bi S-K 4X, pc ον (δέ), AAMA H, 由 (6,2.2) 
所 定义 。 起 果 对 于 aa， 存在 另 一 种 定义 Cauchy 主 值 的 方法 ， 使 
(6.2.8) 9 ΗΒ 1—6— 5 —0, 而 其 奇异 积分 算 子 汶 Ην, XE SK. 
Πς Is = Fh s αὖ ἆ, (6.3.1) 
这 里 了 表示 恒 等 算 子 , a0 去 0. 
(6.8.1) XE S EL Αι, i2 Mec, MN Hoo. 或 记 
JF o ψ, W — Hb o. 
由 算 子 理论 易 知 ， 邵 果 久 不 是 奇异 积分 算 子 RH. ΕΑ, KK 
为 一 连续 算 子 , fco-7(bo, ΙΕ ΡΟ Γή EE Jy ge 
( M H+ Rp= f (6.3.2) 
有 唯一 解 , 即 可 正规 化 为 一 个 Fredholm 积分 方程 ， 当 万 (z OR 
是 |gG, w)|<s, Q 为 超 球 时 ， 这 就 是 球面 上 的 奇异 积分 方程 理 
论 ( 本 书 第 二 童 的 内 容 )， 
Ἐς δω, ος δα, 的 H-B ER S-K d, H (z, το) og ERE 
H, 如 同 球 面 的 情形 一 样 , 由 H z, w) n Dag Y. ΡΕ 
Βία, w) = H G, w) + H (Qu, z) -1, 
及 Hilbert f£ 


hlz, w) - 5H (z, w) — H (a, 2)). 
同样 , 由 这 些 奇 异 核 出 发 ,除了 奇异 积分 算 子 R, 以 外 , 还 可 得 
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Bs p= p Qo B G, WA oy 


LE e 
及 ho-| aa PDR, w)d os, 


这 里 积分 取 Cauchy xfi, FEB Dale, 8), (i$3 (6.2.3) 
BHL δα, | 

显然 ,如 果 Fl SET, 则 B.E h, ΙΕ, 于 是 也 可 以 
HEI 上 的 奇异 积分 方程 

(μα +E,+E p= (6.3.3) 

ü (--ν I+h +) o= f, (6.2.4) 
RE u, v 4 SUR FE B, EE hs ËJ EAE TR, KO — EGET, f € 
O"(bQ), Gs, WARLA r gk BU SURE, RI p1 8 JÉ 39 (6.8.2), 
(6.3.3)，(6.3.4 的 奇异 积分 方程 组 、 而 当 D(z, DÆ 1g (2, w) | 
«c, Q 为 超 球 时 ， 这 就 是 第 二 章 中 所 讨论 的 奇异 积分 方程 
理论 ， 


$6.4 当 邻 域 是 狂 痪 的 情形 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 一 般 的 Plomelj 公式 , $E X8 0.2.1 B. k 

4L, ΕΠΙΔΡΑ DG, ο) Ἢ "BER : 
D,(z, ὁ) = € 5 Q, a^ (Re g)?-- B (Im g)?«2'1, 

这 里 az20, 8220, a-- 8x0, 34 a= B BF, ΕΠ ΤΗ 时 , pæ ΛΙΠΗ 
及 Kerzman-Stein [I 所 讨论 的 情形 . EA E F, KEH (6.2.3) 
18 7g 
26 由 一 二 
a+ S i 


g=} >ü 


lim lim | H (z-4-và, u)de, — 3 ( 
icc Doer, e) 
(6.4.1) 
这 时 Plemelj Zr 3$(6.2.4) TB ` 
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- 25.) 
JN 86-01], 这 时 4 一 0, Plemelj Zu. A F 2r fui ER. ΠΗ 
捕 形 
Hul = Flo (25, 
即 当 zo 从 Q ΠΡ, ICE de V2 Jy AAT z G ὁ Ω Bf, 


lim » H (z, w)u(uw)doa, 


δρα ο ic 


ma... 
"wanun, 


H (z, ayu (ayda ce, 


g i | 
mi DG, eX P" (w€ Q, |Reg| <=). 也 就 是 , 如 同 超 球 的 
情形 一 样 , 对 于 强拆 目 域 , 可 以 找到 一 种 定义 Οααοῖι 型 积分 的 主 
值 的 方法 , 使 得 这 个 主 值 就 是 Oauehy 型 积分 Πορ σολ 3 ΠΒ 
沿 非 切线 方向 趋 于 zE5Q 时 的 极限 值 . 
ΒΑΕ [5 “5 X HEB P. # Š 6.3 rH EL e 


及 ， 如 能 找到 算 子 并 而 1 一 5 一 5 0 ab0, W + Ἡν 就 是 
二 τὶς gut XC, 显然, 如果 


5 (28 y" <t, 
ΒΡ 


T n2 
indi 四 一 了 一 一 6.4.2 
| | 87? 1 ( ) 
Hj, XR D,(z, s) iw C bA, a"? (Ho g)?-- 8? (Im g)* ss"), 
ἘΣ ΒΗ g0, ΡΞ αρ’ -ε0, Wi 


sb CY s 


T TED 


则 + Me 为 二 H, 03830. 所 以 在 限制 (6.4.2) 之 下 ΜΑΗ 
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算 于 的 。 同 样 可 以 其 体 地 讨论 奇异 积分 方程 理论 . | 
现在 来 证 明 (6.4,1)。 E18 6.2 的 讨论 ， 只 要 证 明 (6.2.8) 成 
立即 可 , ΒΙΠΕΡΗ 
lim lim 


ü 
^0 pl G)98—1 NM (L— ppu)" 


| n-i 
e) pi (4-1 νερο (L — pup" 2λα!-β ” 


3x HE p, — (0, =, 0, D, 0<p<1, m 

D(p,, 8) ~ {uuw —1, a*(1— |u,|?)*- 4 "(Im wu)? e?) 
E Dn, = {ulu =l, e*(0.— |vu.]*)*--4 8? (Tm αν) σε}, 
1 T 01 (^ & 


由 于 C354 1 HED Tm (1. - pup)” t£Oa4—1 uc Ἠ φαν e (1.-- mu 
"Onide (1— pu," 7 
因此 只 要 证 明 

lim lim J . —— 
4—0 pl hgg- v HED Pn E) (1 — pus)" 

. 1 | T 1/ 28 y" 

= lim — a. — Í i — , 

; eO ωθη--1 u E Dp e) (1—1,)* ' za 


(6.4.8) 

而 a20, 820, a+ 83:0, | 

当 a—0, 870 时 , (6.4.3) 已 在 第 一 章 中 证 明 ， 

再 考虑 a0, 520 的 情形 。 

如 同 在 第 一 章 中 所 进行 的 那样 , 命 us re", v= Gu," μα). 
于 是 D(p,, 2) 可 以 写 为 

KANAA 
a? (1 — 72)3 + 469r? sin? 0> ο) 


. _ αἰτι-1 να at (1— r7? 
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nij 


1 M 


Cong —1 J uc ipaa) (1 τα)” 


I = -0 mÉ 
er i. --ᾱ) qw 一 YE +J. (I — το acres] 


1 . í d _ 
+J. 7 — (1— rey" Ii s. (6.4.4) 
TESS— rR OA 


一 da λα. dp 
|. (1— ra)" +| (1— re^)" 
-9T 其 一 1 s—1 1 
a ps katre t) - e E(1— ren)" 


1 
十 log tojta), 


krl 


于 是 Ii 2 Im |$34- Ὁ Hyt Jo— Hol 


+ 2 | (gy — 2ec)n, 
C38 L ek 
这 里 J -| log 一 -一 一 一 1 D Ze 5... 
° des 1. να ' wet klere)" 7? 


k=l, =, n—1, 


Ho= | paa E 1 -- rg” v, B=]. CE rg 


k=l, =, n— 1, 


由 于 
, A8 -a (l1—rT) rija α/ Aart — aetta er 
&n C = — —29Br F cos O — —0—977— P98r ^ 
可 以 有 
NET (1 — 39) 4- ag — 85 ale? aiat 
itre cc pL ο e UNE EE, 


[| =r, d; o= (gi, mc Z3a-3), 用 球 上 坐标 


"e ae 
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f,—8COSQ4, (9 =S EN qq COS Qu, -**, 


Tan- 一 由 BID Q4 BIN Qa "SID os. 


则 9 — 529 gin?** ç, Bind- ps. -sin pas, d3 Og gas s, 
_ _ 284 `] AB CL—s) ras δῦ 
TÆ κ Fm h d 28 


κ’ 83 — ast —k aa 
OM ο” ds. 
fr m —, s= A. $, MJ J, Sr 
gm 
kb] — 1) un | 
I I [25-3 dt 
° [2 B+ / 489 (1. — mt om an 
HIT UB ER 2C AHAS N, νά 
lim J/,-0 
£1) 


-iVan Py 


k=l, 2, τη. n-—1, 
In Fr RT HE lim J 9-0. 
HABI J 的 方法 一 FE, Hy 可 写成 


_ 2g" (2 B» 
«o kP(n—1) 


Ji apum ds 
e [28—/48* (1— P) a i — atn! — 6» α η (1—15*) j*" 
μπι p n ng ARS EE, 25 Em — 1 Bp RRT. 

— M(B +e i —1), 
这 里 M 为 一 绝对 常数 ,而 显然 这 在 [0, 局 中 为 可 积 函 数 , 故 
lim Hy=0, 


k=}, 2, =, n—2, 
而 γι 为 
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2(28x)*-! 
I'(n) 
Ti 
jJ. [2 8. “ΑΙ - πρ) Fam —1) —i at (19) ]173 
-2C28m | z273 di | 
1) ο [一 ia 1—f Oin J 
Sd y. 则 有 
aeo gg 
im Hea IE aJ Ry 


设 P cosÓ, HM 
(25p) 1 3 cos 79 sim θ ἆθ 


lim Hai Τα) Jo Teos — iy sin)" 
(ay 1 f (ee H1) (ee —1) 18 
DP cry)" (ie -Ύ ο) 


(0). 1 13 Ίνα 
Fon) σσ, Ρα ) 


a2 rmat [| 1— Y V. ( msu+a+135__ gno 
„O2 orta GI) (e ) 
十- i [ea —1)d8 


(2223 
^" Fro 2ü ρα 2 


Ελ. 

-- "n 2 

ο ο (az 
αν... ος 0-1] 
| p--q1 pc? . 


(Zar) n—1 NL d 
TG) +y x TA 


， « p | a d/( 2 wc 
因而 Tm(lim Hj —limIm Heim ye 3(pey) : 


— 
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最 后 计算 Ho, 


1 . 
Be... log 1--τοῦ ° 


fe 
da" ("F ues 1 — reds 
-TaD . 9 log (1 — ο) ds, 
而 Imlog (1 — rs”) 一 arg 寺 一 86) - O(D, 


所 以 当 ni Bj, /EF 

Im Ho=0( ΜΙ gi ds) -O(e"73) --Ο(1), 
同样 可 证 ， Mu niB], 

Í. 209-00). 

£u Γή, SUR 

. 1 F4 划一 二 B _ 1. 28 g—1 

lim n=- 3 (315) | 9 (Za) . 

青帮 Is ΠΡ 


- "δ _ n-—1 1 n—1 1 | 
[. Wa -2Im {δὴ FL) + e EÉ(l1—7)" T 


所 以 。 h-—- mm ls TEED 
>| Fas 
T i (isl. ay) 
Im CE Tea}, στ py) 


lim im Im (S eU +)... ο] ui») 


Spi n-—l 1 iR E 
^ =m (TET D £3 le o (1— acus) ” 
。 Xm - 
ΕΙΝ š lim /5— COSs—1 un s=1, 
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对 (6.4.4) 式 两 边 取 极 限 lm， 并 将 上 述 结 果 代 入 ， 即 得 
(6.4.8). 
最 后 考虑 ac-0, 8-0 的 情形 。 
这 时 (6.4.3) 成 为 
1 7 


&— (Hag ι Dp e) Ωρ)" 
Td Dp,, 8) —4Au|luu'—1, 1— [u Eh, 
a 


仍 用 前 面 的 变换 , DO, ὁ) 即 为 
| vo = L - r3, 


| £ 
2 wa. a. 
D—U—-X. 


-1 


” 


于 是 
e [ 29s 21 [^ LL 
ont J Dow (l—u,)" Wandi -w (l—r69)"" 

WOW RE Elf ΕΙ IE SE IPEA 2} Ja. BES 

ο Beh 


$ 


848 (6.4.3) 4 a>0, B- Of dior. 


$6.5 14Ρ ΕΕΔΕ BS TRETÉ 


现在 取 z 的 邻 域 Dale, ϱ) 4835", 
Drlz, e) =u €bQ, |Βορ] <as, |Img| «βελ, 
这 里 a>0, 8>>0。 在 这 种 情形 下 , 将 要 证 明 (6.2.3) 成 为 


lim lim H GT vó, «)d o, 


sh  doQ cJ weDi EE 


Εκ ὅσο 


JL 


其 中 hala) = F a! ODE qu. 
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这 和 时 Plemelj 2: 2: (6.2.4) 中 的 


ΠΣ 
RA a= 8i, 即 第 形 为 正方 形 寺 ， 


a i. 
当 ac 一 co Bj, Del, e) μὲ Ἂ 
lC ὁκὸ, |Ingl 85], 
这 就 是 上 节 讨 论 的 情形 , 由 于 A0)-0, FA a=25 2, 5 pri 
结果 相 一 致 ， 
当 8= c° HJ, Dri, 8) 成 为 
cho, |Reg|< ask, 
这 也 是 上 节 讨 论 的 情形 ， 在 以 下 的 证 明 中 可 以 看 出 


ΠΣ 


Ares p πα (e D. 
所 以 当 有 >co 时 , ig A m, W h (ο), 故 4 一 0， 这 也 与 


EFRR. 
如 同上 一 市 一 样 ， WIS 异 积分 算 于 Fh, ἩΠΒΒ 92 2] Ἡ Γ᾽ Me, 而 


1--ᾱ----0, 则 地 Hy 就 是 二 — Hs 的 道 算 子 ， 对 于 一 个 固定 的 n, 
ind o, G WE | 


πο => 可 一 5 — (6.5.8) 


那 末 Hala 由 (6.6.2) 所 定义 ) 是 有 逆 算 子 的 .也 就 是 ,我 们 只 要 选 
Hz Dr (z, e) Ἢ 

CELO, |Reg] <e s, |Img| «β' s}, 
iX Hia'70, 8'70, 4 


25 onde uI PJ Henkin 型 积分 LE 
hie E) n) (e>) - 
igàc 242 — n (tg 5), M 3n, mos τν 0938 8 +. » 


T 
以 在 限制 (6.5.3) 之 下 ,Hs BARTH. 同样 可 以 具体 讨论 


哥 异 积分 方程 理论 . 
现在 来 证 (6.5.1)， 由 $6.2 的 讨论 ， 只 要 证 明 (6.2.8) 成 


νε, ΒΝ 


lim lim 


4&0 pl > uc Di ga 2) {1-0 AU 
_ ων. wO a8 | 
κ Jt 13 2 i (te c ) , 


0, D, a0, 8-0, € 
Iu, |* as, 2| Imu,l « Be], 


HU Da 一 (0, Ug 


Dn Da, 8) = [uuu = 1, 1- 
g(p,, 8) = (uu' —1) — Da (p,, Ë), 


iD 
M.~ uuu! =l, 1— |u| >ae}, 
N,-(u]jw/-1,2|]1mu,]- 85), — 

Q, — {u| uw —1, 1— [in| ae, 2|Imu,| 8 E}, 

TER GE ΗΕ br T 

. Í y, 
lima Want J Data. 8) (1—35,)* 
B 2n-1 m -416 
Aate) (6-5.9 
[BE | 
πα Duo 
Gkn—1 NY CO— nl" 
- — j 
- rr + “an —1 ^ Wan- mesa 0 E (1— u ka (6. δ. ὃ) 
H FE— ñ E - 
Un 


?o gli (“ηη-1 |. (1 — Un)" 


Í ti 
111 |. aO: —1, lim 
(6.5.6) 


sQ n-i 


一 FrT+LIF-T dinem à x 


$ 6.5] us 40k P kE ΠΡ E ΤΗ É 
-+ Li 
所 以 只 要 计算 
lim | uL - 
a) (]ηῃ--1 .! C {1 — Ws) 
-- ΗΠ. 


胡同 上 一 节 中 所 进行 的 那样 , 记 
a= Tel. p= (ui, --', Mi), 
Bl) Q, 可 以 写 为 
vp —1-—»*, 
τῇ οτ|31πι0| — ΒΘ, 


1 ὦ 
PE Ql. d ug 


201 A ET e 
O Oi J aerel- [EY 7 AJ aee e (1 — et) 


XM csin EE, 
ilb AI 按 第 一 章 中 的 做 法 ,这 还 可 写 为 
Cg — ο Qa (1—1,)" 


Im |i Ji- Se Ho} 


E 


Cina — 1 k=1 
2 π-- 20), 
t (gs 一 (CR ( 
_— 1 y 
其 中 Jo— NM OD log L+ re t ; 
1 
= c —— r Ὁ, 
Ho n ον μη a (Ry 106 Tre 圭一 re 
Q? 
= — C 
NEC μα Tre y 
= —— — k=1, 2,7 n-1. 
-| CT) 此 (一 YE 


XB RR AEn, 


£08 
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- _ Bs 1 T 


: ca = J 4 SII — —' 
J üE UU VCl- Cz) asarei (E) 2 Val — Py 


(Ey 
ü PD μα A CENE XN 


p i j |. (1 E (55) y 
-1 T 
ο y 


- i 周一 rr ,一 1 Be uM 
f. (as) "gin 3Ji-a dl, 
HH T48 P 88 3 8 A, κά 


m ου-- 0, 
=Ü s E (57. N 


HUE: (m —20)9 


Jim (ne — 1 σεκνθ'-1-- (77 A) 


TP: | : 
= lim =] 
“0 Ga. i )ανενδκα-( -" 


ia 4r) — pe” .Be 
由 于 十 中 一 十 一 本 + 9 
JW EJ 


a 
_ Px 
aa EI (n—l) | 


GD. eds 
QUU -Be Bey 


z E 
(025 — nr 上 


-f (wa yn 54-58 T£ -- 
AF παν μα LS k|" 
εν ας y— gs ΠΤ 


m tir L dir 5 


8 9.5] = hk ΕΕΒΕ | ari 


18 Tj F A PA PS ΣΜΕΑ ΑΗ, CR 
apii 1 P di 
所 以 lim Im J, —- 0 ; k=l, =» n—1, 


lim Jy = 
Lama; 


与 计算 ών ΒΕ, Ην 可 写 为 


Ort 1 (1— z ) pani di 
oo i ee e s] 


_ ( LET tdt 
|. a1-Vi- m = mS 


t um 1 
 RT'm— Ὁ -y Ya). 
ἐλ — $ 
AEAEE CIE AARE τμ, 而 当 外 < 


»—1 HF, JH EE, 1] 上 积分 收 化， 所 以 
lim X [25—8 d 
o(1—4/1—2)* 
BAE BO 3k H h 468 x$ [RC 09 O (at D, Br EL S4 &<n—1 
Bi, limY,-0, 22,16 <n—1 时 ,有 
tim Im H, --θ. 


最 后 计算 OH... 这 时 H,,- πρ QC Y a), W 
x,-(- | 122-3 πὶ 


αγία λα ας 
19573 gi 


rec ennt i oae BE ER 
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pi- =P, W 


{74 -B di 


xa | TRA RATER 


由 第 一 章 已 知 
lim Im A-3772" ^ ar. 


E—* Ü 

_ fi aan 88 Be 1l a i 
由 于 1 γι aet j $^, «f y 81 Ο(5), 
Εν, γ--β/α, MM 

! 1 2-3 di 

Hm Y, =a | r 

n I ° (σα ο 6 ) 

2 2' 


— 253i 1 p38—3 d om κ- x—2 dan 
o (P —4y)* t (m— iy)" 


Wy . : n-2 (—1)" 
— y Dat 5 οἳ k ). 


RED- Shors1( ἐν Y, 3. FEA 
^ m” £k I — èy 7 N 

lim Im Y,., -271 [£1 Im D, nz8, (6.5.7) 
2 n=2 h}, 


lim Im V, =2 Im (f. 


8-.ῃ 


à)- wt 

Y 
所 以 如 果 规 定 D.—0, WU(6.5.7) πλ mor. ΤΆ, 33 
nze2 fm, 


i 
ἐν y 


- - )8—5.," _ W -1 =+ | 
lim Im 再 一 — ig 2 Im D, 
-国之 
1 uc 


s0 (025-149, (1 — Un)" 


-1-2* (i-e + 1. 


2 Im D, ). (6.5.8) 


4 


56.5] 1Η ΕΙ αι ΕΕ ΠΟΜΠΗ 
1H (6.5.5), (6.5.6), (6.5.8) 183] 


n-2 
da Im D, = pà cos" 4 cog (E 4- 1) 


ΕΤΕ; 


1 ο w o4 2 pal nap 
0 ην) Data) (1—,)" Πο (te Y m 小 
mro by 
ju Š = j 
κ n1—2 e 5 
D, = 0, D,=,> Οἳ oU ), 
而 Ρει-2.-«ΞΤω B UJ 
n-—1 Grm - t 1 
D,= $ DaD) = SÀ Sr 
(04 I s 
出 于 Im (E +i)" — Tin L tg Y) 
αἲ - { —1 B | 
mg pyr sin (He 7) 
所 以 | 
= Hn—Z 1 x 
Im D,— Σὶ-1- Im (4-1) 
- 5 c : a B 6.5.9 
-Ee sn (te D) cse 
[αμάν B , WS 
n --2 1 . 
Im D, 一 Zu cog 4 Bin E». 
显然 有 
d 


= Re S cog" 7 ye KF E —1-4-cos"^? 4 sin(n—1)n ᾿ 


gin 


于 是 得 到 Im D,= 一 9 十 | cos? 
注 就 证 明了 (6.5.1). 


m-n dn, 
Mn 7] 
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$6.6 关于 Bochner-Martinelli 7 $8 4 


Um -—2n(n222), a= Uat ua a (a= 1, «4, 0), £2 2g R^ 中 一 

XX, 622 C^, bP 由 下 式 定 义 ， 
ζει, tt, ua) = Ü, 
An (0.8.5) pr 41 28 ἐδ, Boehner-Martinelli E ΒΞ — fF Cauchy- 
Fantappió E, 它 定义 为 
dz: At Adgz, Ader A A [dax] A A [dza], 

这 里 2 二 αι, ez), £ = (s re, 59, r(2— 0) 29 z 58 Š TEX EGER 
Ἐξ, —(n—2) !/ (Απ), [dza] Xo lobi dz, 这 一 项 ， 

# f G) #E 2 ΕΗ, πε E, uA Cauchy 公式 


fe) =| JG Kms bs, ο), z€. 


Boohner-Martinelli HAE ἐκ ΕΕ Πε ΤΕΕ, IB TULEDT PHAR ω 
RS EET BS #tr, 所 以 由 此 核 所 定义 的 Uauchy WAA (aK $$ Boehner- 
Martinelli 型 积分 ) 不 再 是 解析 通 数 了 . 
zi 522 Au DAP. ΥΘΥΗ͂ ΑΡΑΤΟΣ 的 流 形 , f Ἢ 152. 
定义 的 连续 复习 函数 ,是 满 足 Lipsohitz 条 件 ， 于 是 关于 Cauchy 
型 积分 
F(w)-| fG)Ea nG, w), 


Bh i £5 5 ph [3] 48 LL] ἘΕΒΗ͂ T 3 F trj Plemelj 公式 : 
M4 4p JÁ. 多 域内 部 沿 着 非 切线 方向 趋 于 点 ὑος b 2 BJ, A 


FG) — v. p. | f Ka, p (z, t9) ++ f (ae), 
pw 从 2 RIRE RD AN AFA € b 2 时 ,有 
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Fe) =v. p. | SOK, -οὐ) -L f (s). 


这 里 v.p | 的 定义 为 lim | Ri S, (o) 28 


bd —bsS n8.» 
(u— wo) (ut —wo)' 8^, u= Gn, nn Ya), 
我 们 同样 可 以 提出 这 样 的 问题 ， 对 于 Boobner-Martinelli 38 
积分 ,是否 可 以 有 多 种 的 Cauohy 主 值 的 定义 方法 , 而 ο 的 值 也 


注 由 各 种 不 同 的 定义 万 法 得 到 的 相应 的 不 同 值 有 所 蔡 代 ? 

ERETTE Ë, 

其 班 出 是 ， 在 上 述 定理 的 证 明 过 程 中 ,在 wm 的 附近 控 去 的 邻 
WRA 552 (0 S. Qoo), 如 果 挖 去 的 不 是 022 (185, (09) ,. TE 33 — 9 
JR 52 [) Μου), PRRP ELE ὃ 充分 小 , 使 得 

BN M, (ang) C ὁ} [) S, Qo). 
出 于 Boehner-Martinelli 核 在 整个 空间 〈 除 Æ w= -- MIN 8b 
有 定义 , 县 同调 于 零 , 故 由 Stokes 公式 , # δ΄} 8.0 E BEER: 
与 在 δη Mos) 上 的 积分 是 相等 的 。 也 就 是 说 , 不 论 怎样 取 wo 


的 邻 域 来 定义 Cauohy 型 积分 , 都 得 到 的 是 相间 的 结果 , 这 与 一 个 
复 变 数 时 的 Cauohy & 二 的 情形 是 完全 一 样 的 ， 
关于 Boohner-Martinelli WAMA, ΦΑΜΕ Eq — ES [uu 


xs Bos 7445 ERE, Ἢ GR MO C RT ISRAI. 
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